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Usikkerhedsberegning og grafisk repraesentation af maleusikkerhed
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Forfatteren gennemgar

e grundleggende begreber om mdleusikkerhed pa fysiske storrelser

e fejlophobningsloven i generel form

e fejlophobningsloven, som den udmenter sig for bestemte, enkle funktionsudtryk
e grafisk repreesentation af usikkerheder i LoggerPro og Excel



Analyse af maledata I1
af Michael Brix Pedersen
Usikkerhedsberegninger' og grafisk repraesentation af usikkerheder

Nér man méler en fysisk storrelse Z onsker man at bestemme en talvaerdi z for denne. Sammen
med en tilherende enhed giver dette en verdi for den fysiske storrelse med en vis, onsket ngjagtig-
hed. Afvigelsen fra den sande vzerdi, som er en ideel, men som regel uopnaelig storrelse, skyldes
forskellige mélefejl, hvor nogle er tilfeeldige og andre er systematiske.

Tilfeeldige og systematiske malefejl

Tilfeldige mélefejl varierer 1 storrelse og fortegn fra maling til maling, mens systematiske fejl ikke
@ndrer sig fra en maling til den naeste. Der vil derfor undertiden veere mulighed for at korrigere den
malte talveerdi for systematiske fejl, men hvis man ikke i stand til at ansld den systematiske fejls
storrelse og bestemme dens fortegn, ma systematiske fejl behandles pé lige fod med tilfeldige fejl.

Nér den mélte sterrelse er korrigeret for kendte, systematiske fejl og usikkerheden pé grund af til-
feeldige fejl er fastlagt, oplyses svaret af malingen som den malte storrelse sammen med den tilho-
rende usikkerhed.

Praecision og nejagtighed

Ved at gentage en méling kan man fa afsleret méaleresultatets statistiske usikkerhed, den sdkaldte
przecision (lost sagt: hvor spredt ligger malingerne), men man kan ikke pa denne made fa afdaekket
maleresultatets nejagtighed (lost sagt: hvor langt er méleresultaterne fra den sande vardi). Man
kan illustrere forskellen pa pracision og nejagtighed ved at se pa et eksempel hvor der foretages
bueskydning mod en skive (se Fig. 1). Resultaterne (a) stammer fra skydning i stille vejr mod ski-
vens centrum, hvor tyngdekraften pa pilen systematisk flytter treefpunktet nedad. Praecisionen er
stor, men ngjagtigheden lille. I tilfeelde (b) ses resultaterne, nar der i blaesevejr med uregelmaessig
vind fra venstre sigtes mod centrum, og treefpunkterne far en gget vandret spredning, samtidig med
at pilen afbgjes mod hgjre pa grund af vinden. I dette tilfalde er bade pracision og nejagtighed er
lille. Ttilfeeldet (c) har bueskytten bedst muligt korrigeret sit sigte for bade tyngdekraftens og vin-
dens systematiske indvirkning og herved opnéet storre negjagtighed end i (b), selv om praecisionen
ikke er oget, fordi vinden er uregelmeessig.

Figur 1. Bueskydning, der viser forskellen pa negjagtighed og precision.

! Dele af denne note bygger pa K.A. Morch: “Maletekniske begreber og behandling af méledata”, 2.
udgave, Institut for Fysik, DTU (2000).
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To typer af usikkerheder

Som navnt kan man bestemme usikkerheden pa en maling ved at gentage malingen flere gange.
Fordelen ved gentagelsesmalinger er, at man kan angive svaret som et gennemsnit af mélingerne.
Gennemsnittet er bedre bestemt end de enkelte malinger hver for sig og desuden opnés, som vi skal
se, et estimat for malingernes pracision og dermed usikkerheden.

En anden made til at anslé usikkerheden pa en maling er ved at udnytte kendskab til maleudstyrets
praecision. Fx kan digitalt maleudstyrs usikkerhed ofte anslds som +1 pa sidste ciffer, uanset hvor
mange malinger der udferes. Man kan sige, at instrumentet har en medfedt usikkerhed, som aldrig
er nul.

Preecis definition af usikkerhed pa en méiling

Usikkerheden péd en maling angives som et symmetrisk interval omkring den malte sterrelse. Inter-
vallet er defineret ved, at man med 68,3% sandsynlighed ma forvente, at den sande vardi ligger i
dette interval omkring den maélte sterrelse, det sdkaldte 1o-interval. Dette kaldes standardusikker-
heden. Undertiden arbejder man men k - 10, hvor k er et helt, positivt tal. 2o svarer fx til 95.4%
sandsynlighed for, at den sande vaerdi rammer inden for dette interval omkring den malte verdi. De
sjove procenter stammer fra, at de tilfeeldige malefejl giver anledning til, at malingerne er normal-
fordelt omkring middelverdien y med spredning o.

Gentagelsesmélinger: Middelvzerdi og standardafvigelse

Gentagelsesmalinger er mélinger, der er udfert under tilstrebt ens eksperimentelle vilkér, sa de alle
kan antages at have samme usikkerhed.

Det velkendte gennemsnit af en gentagelsesmalingerne er Z = Y.V, z; /N og standardafvigelsen s,
pa gentagelsesmélingen er

N —7)2
S; = 1/2—;1,52_11 2

Med en enkelt méling kan man selvfolgelig ikke definere nogen standardafvigelse, sa N > 2. At det
er faktoren N — 1, og ikke N, der optrader i naevneren skyldes, at der med malingerne er tale om en
stikprove og at den sande middelverdi ikke pa forhand er kendt. Se en nermere forklaring pd denne
sékaldte Besselkorrektion. Endelig skal det bemerkes, at den standardafvigelse som opnas fra gen-
tagelsesmalingerne undervurderer den sande spredning lidt. N&r man benytter den mélte spredning
(som er en stokastisk variabel) vil man i stedet for en normalfordeling have en Student-t fordeling.
Nar N foreges vil Student-t fordelingen nerme sig normalfordelingen og standardafvigelsen pa gen-
tagelsesmalingerne vil narme sig spredningen for normalfordelingen®. I praksis vil man ofte kun
have tid til at foretage fa gentagelsesmélinger, og i tabellen herunder kan man se den faktor # som
standardafvigelsen fundet ved gentagelsesmalingerne skal ganges op med for at {4 et mere korrekt
estimat for spredningen og dermed maleusikkerheden:

N=2 3 4 5 6 7 10 15 50 100

t=1,84 | 1,32 1,20 1,14 1,11 1,09 1,06 1,04 1,01 1,00

Som man kan se er der kun en vesentlig korrektion ndr antallet af mélinger er under 5.

% Se en naermere forklaring her: https://www.youtube.com/watch?v=T0xRanwAIil (An Introduction
to the Student-t distribution).
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https://en.wikipedia.org/wiki/Bessel%27s_correction
https://www.youtube.com/watch?v=T0xRanwAIiI

Fejlophobningsloven
Antag, at en fysisk storrelse z athenger af nogle andre fysiske storrelser, u, v og w sdledes, at

z=f(u,v,w)

hvor f er en kendt funktion. Vi har foretaget N malinger af hver af de fysiske storrelser u, v og w,
Maleserierne betegnes u;, v;, w; (i = 1, ... N) og vi kender dermed mélte middelvaerdier , v og w
og usikkerhederne a,,, 0, 0g o, pa de malte storrelser.

Vi kan nu beregne verdierne z; (i=1,...,N)
zi = f(u, vy, wy)
og middelveardien af z:
Zz = f(u,v,w)
Fra teorien for funktioner af flere variable vides, at
0z 0z 0z
dz = adu + Edv + ﬁdw
sa

6 0z dz
zZi—2Z |(ul_u’)+ |(vl_v)+_|(wl_w)

Her er der med den lodrette streg efter hver partiel afledet en kortfattede notation, som angiver at
der er tale om vardien af den partielle afledede i punktet (u, v, w).

Nu kan standardafvigelsen pa z findes, idet standardafvigelsens kvadrat pr. definition er givet ved:

N
=) -2 =
i=1
N 2
Z(%(u-—ana—zuv-—ﬁ)+%|(w-—v—v)> -
ou' " ov' ! ow'

i=1
2 2

S (21) o+ (Z0) -2+ (1) ot
ou ov ow

i=1
0z
+2(u1 u)(vl_v)_l _l

262 0z 0z 5 0z 0z
:Uu£|+0va |+Jw |+2uv_| _l

hvor 62, = YN, (u; — ) (v; — ¥) er den sakaldte kovarians. Denne er nul, hvis u, v og w er ukor-
relerede storrelser, der ikke kan pavirke hinanden, hvilket vi vil antage her.

Vi far nu det centrale resultat (fejlophobningsloven):

0 ot =i (521) +oi (51) + ok (321)



I det folgende skal gives en raekke eksempler pd anvendelser af ophobningsloven i nogle alminde-
ligt forekommende tilfzlde, hvor beregningen af verdien af udtrykket (1) bliver ganske nem.

Proportionalitet

Hvis z = a - u, hvor a er en konstant fas ved indsettelse i (1):

0z ., 0z 0z 2 .
L =asi—=aog (ﬁ |) = a? og dermed 02 = 02a?, hvormed o, = |a| 0,,. Usikkerheden

bliver dermed ganget op med faktoren |a|.

Addition af en konstant
. . 0 . : .
Hvis z = u + a fas ﬁ | =1, sd 0, = ag,,. Usikkerheden @ndres ikke ved at addere en konstant.

Linearkombination

Hvis z = au + bv + cw, hvor a, b og c er konstanter fis (prov selv!)

0? = a’0? + b%a? + c?a, hvoraf fas g, = \/a20Z + b20% + c2aZ.

Produkt (Eksempel: Rektangel)

Et rektangels areal er givet ved A = u - w. Usikkerheden pd areal vil da ifelge (1) blive:
of = o2w? + o2u?

Kvadratet pa den relative usikkerhed pa arealet bliver derfor

o oiw? o2u?

A2 ulw?  u2w?

Hvoraf fas det enkle resultat, at

Er den relative usikkerhed pa u og w fx 4% bliver den relative usikkerhed pa arealet

"f =./0,042 + 0,042 = 0,056 = 5,6%

Produkt af potenser

For z = u?v¢, hvor a, b og ¢ er konstanter kan man folge samme ide som ved beregningen i det
foregédende eksempel og né frem til den relative usikkerhed pa z:

0z _ bz 0z _ cz o
— = abuP ¢ = = = = acubv® ! == si fra (1) fas
ou u’ v v
a2 ou)? oy\ %
g 2o () e (2)
Z u v



Ofte stoder man pa fysiske storrelser givet ved et produkt af potenser af andre fysiske storrelser.
Ved hjelp af (2) er det relativt let at bestemme usikkerheden. Fx er svingningstiden af en masse m

forbundet til en fjeder med fjederkonstant & givet ved T = 2m \/% Antag med et lidt sogt eksempel,

at den relative usikkerhed pd k er 5% og den relative usikkerhed pd m er 2%. Derved bliver den

2 2
relative usikkerhed pa svingningstiden \/ G) 0,022 + (— %) 0,052 =0,027 = 2,7%.

En anvendelse af det generelle udtryk

Undertiden m& man g4 helt tilbage til (1) for at bestemme usikkerheden pé en fysisk storrelse. Et
eksempel kunne vare folgende anvendelse af gitterformlen nA = dsinf, medn =1,d =
(3,0+0,2)-10"®mog 8 = 0,199 + 0,003 rad (bemark, at der benyttes rad, da sin skal opfattes
som en funktion og differentieres). Vi vil gerne bestemme belgelengden og usikkerheden pé bel-
gelengden.

Bolgelengden findes blot ved indsattelse i gitterformlen, og svaret er A = 5,93 - 10~ ’m. Usikker-
heden bestemmes vha (1):

2 2 2 . 2 2
of = o3 (1) +02 (321) + 07 (551) =02 (22%) +07 (“25) = 1,64- 1075 m?

Sé&

0y = 4-1078 m. Svaret bliver derfor A = (5,9 +0,4) - 107" m.
Grafisk reprasentation af usikkerheder

Nu hvor bestemmelsen af usikkerheden pa en fysisk sterrelse er pd plads, kan det vare nyttigt at
give en grafisk repraesentation af usikkerheden.

Benyttes LoggerPro kan der tilfojes faner, der angiver usikkerheden pad mélingerne (enten vandret
eller lodret eller 1 begge retninger). Usikkerhederne kan for hver datakolonne angives enten absolut
1 form af en separat kolonne med usikkerheder eller 1 form af en fast procentuel usikkerhed eller en
fast absolut usikkerhed.

Med udgangspunkt i eksemplet ovenfor med fjederen er vist méledata, hvor det er opgivet, at de
relative usikkerhed pa massen er 2% og den relative usikkerhed som vist er beregnet til 2,7%.



i Logger Pra - Ingen titel* - X
Filer Rediger Forsag Data Analyser Indsat Indstillinger Side Hjalp

D@08 <Side v >MuAaaLLEMtx R (K0

Der er ikke tilsluttet en enhed.

I Datasat
masse m |periode T
(kg) (s)
005 1967 +

0,1 2,81

02 3,974
03 4867 7 +
04 5,62

05 6,283

0,6 6,883 _P
07 7434

© 0~ O EWN =

®
periode T (s)

36 L ' | | .
a7 0 0,2 04 06 08

T ] |ﬂ (Am:0,65 AT:0,000) masse m (kg)

| »

Figur 2. Eksempel pa usikkerhedsfaner i LoggerPro

Man kan fastleegge usikkerhederne ved for hver kolonne at veelge Kolonneindstillinger — Datasaet
[veelg det relevante dataset] og herefter vaelge fanen “Indstillinger”. P4 nedenstdende Fig. 3 kan
man se, hvorledes der enten kan benyttes en fast vaerdi for usikkerheden, en fast procent eller der
kan benyttes en pa forhand indtastet kolonne med usikkerheder for hvert datapunkt. Dette kan selv-
folgelig gores for henholdsvis x- og y- koordinaten hver for sig.

Indstillinger for manuel kolonne X

Kolonnedefinition Indstillinger

Punktsymboler: Farve:
Format: ~ | gtr: Medium v .

[ | red ~
(®) Vis hvert 1 ~ | punkt. |

(O Brug kolonne

Vist praecision: Fejlsgjleberegninger
Automatisk v (®) Procentdel (O Fast vaerdi
(® Decimaler )
(® Fejl konstant +/-: 2,6 %
(O signifikante tal
|:| Brug videnskabelig notation (O Brug kolonne:

Hislp Annuller

Figur 4. Dialogbox i LoggerPro til definering af usikkerhedsfaner.



I Excel kan ogs4 tilfejes usikkerhedsfaner, se nedenstdende skaermbillede:

Mappe! - Excel
e Hjem Indsaet Sidelayout Formler Data Gennemse Vis o Design Formater  © d du vil gere
l [ ] - . J'—)— —
e e

e o . [ B
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diagramelement - layout - farver - kolonne data  diagramtype diagram
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Diagram1 ~ 3
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k Fast vaerdi 1
20
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22 Standardafvigelse(r) 10
= Standarclfe]l
24 [
25 a 01 02 03 04 05 06 B[ugsrdgﬁnergl
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27
28 O O O
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Figur 5. Excel med datapunkter med usikkerhedsfaner og dialogbox.

Menuerne kan ligge lidt skjult: Hvis man klikker pd diagrammet kan man fa adgang til ikonen Til-
foj diagramelementer” hvor et underpunkt er ”Fejllinjer” — “Flere indstillinger for fejllinjer”. Nu
kan man arbejde i menuen i hejre side af skeermbilledet. Ver serlig opmaerksom pa den lille pil ud
for "Indstilling for fejllinjer”, der giver adgang til individuel indstilling af henholdsvis lodrette og
vandrette fejllinjer. Der kan som 1 LoggerPro valges en fast verdi, en procentvaerdi, men ikke pa
nogen nem made en sarligt defineret kolonne.



