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Kryds og bolle — Eller forngjelsen ved at vinde

Forlgbet handler om elevernes egne undersggelse af et problem. Det er derfor afggrende at holde igen pa,
hvad man giver eleverne af hint, ideer osv. Laererens rolle er at veere "forskningsleder’, altsa ikke at vaere
den der sidder inde med svarene, men at vaere den der insisterer p3, at eleverne faktisk undersgger og
argumenterer. Eleverne praesenteres for opgaverne gennem slides. Teksten giver kun ringe mening, for
man har sat sig ind i de tilhgrende ppt-slides.

Forudsaetninger
Bekendtskab med ’hvis ... s ...” argumentation.
Tilsigtede lzeringsmal

Projektet er fgrst og fremmest taenkt som legeplads for matematisk argumentation: At kunne skelne
mellem intuitiv forklaring/heuristiske argumenter/formel argumentation og i simple tilfaelde at vurdere,
hvilken af disse der er brug for. At kunne opstille matematiske pastande og give bevis for dem i simple
tilfaelde, dvs. fastlaegge nye begreber og objekter gennem definitioner, formulere satninger i formatet (1)
Scenario (angivelse af begreber og objekter), (2) Forudsaetning, (3) @nsket konklusion, (4) Bevis (logisk
deduktion forudsaetning — konklusion). Se neermere under den udfoldende opgave. Der skal arbejdes med
formel argumentation. Idealet er, at argumentationen er udtgmmende og forstaelig ogsa for andre elever i
klassen. Dette er nok for ambitigst til, at alle kan honorere det. Men det har ogsa stort laeringspotentiale at
blive skarp pa, hvornar keeden hopper af, og hvorfor man gar i sta.

Nar eleverne skal give garantier til producenten, bliver det et krav, at deres argumenter er uafviselige.
Selvom eleverne ikke far argumenteret i bund, vil der i forlgbet uvaegerligt fremkomme elevforsgg pa
sadanne uafviseligheder. Noget vil vaere rigtigt, andet mangelfuldt eller forkert. Leererens opgave er at stille
skarpt pa dette, sa det bliver klart for eleverne, hvornar et argument holder i matematik — herunder,
hvornar det er feerdigt, og at vise, hvordan garantien er et eksempel pa klassisk matematisk formalisme
definition-saetning-bevis.

Forslag til redskaber
Blyant/papir, tavle/farvekridt, en computer eller mobiltelefon, der kan spille kryds-og-bolle.
Den udfoldende opgave

Opgaven prasenteres for eleverne pa slides.

Opgaven handler om at formulere, undersgge og argumentere for forskellige pastande om 3x3 kryds-og-
bolle, bl.a. som det ser ud som bgrnespil pa en computer eller en PC. Den grundlaeggende ide er, at nar
eleverne skal radgive kryds-og-bolle spilproducenten, ledes de naturligt til den klassiske fremstilling af
matematiske resultater. ‘Definition’ er en preaecisering af spillet, ‘pastand og @nsket konklusion’ er en
matematisering af producentens gnsker til spilniveauer og elevernes hypoteser om, hvorvidt producentens
krav kan opfyldes. ‘Beviset’ er den garanti, som producenten kraever af radgivningen. Som en sidegevinst
opnar eleverne indsigt i forskellige mader at tilretteleegge spillet pa, sa det er interessant for bgrnene. Fx
om det er muligt at programmere computeren eller mobilen, sa spilleren altid vinder (uanset, at man ikke
spiller szerligt godt).

Forste fase

Eleverne praesenteres for den udfoldende opgave om kryds-og-bolle-spillet som et spil, hvor man kan
placere op til 5 krydser (og 4 boller — for nemheds skyld lader vi altid kryds begynde). Denne version er den
simpleste. Spillet stopper, nar pladen er fuld.

Eleverne arbejder i grupper. De opfordres til at skrive reglerne, sa de er entydige og forstaelige. De spiller
nogle gange, sa de kan danne hypoteser vedrgrende producentens gnsker om spilniveauer. Eleverne skal
formulere spgrgsmal til, hvordan de efterfglgende skal arbejde: Hvordan undersgger man pastanden?



Hvilke argumenter? Hvilken undersggelsesstrategi? osv. Som et led heri praesenteres de for 2x2 kryds-og-
bolle. Kan producentens gnsker og krav opfyldes for 2x2 spil? Dette skal besvares fuldsteendigt, inklusiv
‘garanti’. Herefter vendes tilbage til 3x3.

Laereren lader eleverne arbejde selvstaendigt. For laereren handler denne fase om observation og notater
om elevernes arbejde til brug for fase 2. Reglerne kan veere mere eller mindre detaljerede. De kan fx
indeholde formuleringer om, at man skiftes til at placere sit tegn og om, hvordan man vinder/spillet ender
uafgjort. Undersggelsesspgrgsmalene kan formuleres pa flere mader, fx: Findes der en strategi for bolle til
at opna mindst uafgjort, uanset hvad kryds spiller? 2x2 problemet kan Igses pa flere mader. Det handler
igen om at give det uafviselige argument. Der er i hvert fald 3 vaesensforskellige Igsninger for 2x2-spillet:
gennemgang af alle spilmuligheder, reduktion til ganske fa muligheder vha. symmetri eller ved et kort
argument (uanset, hvordan kryds starter, er der 3 muligheder for at vinde i naeste traek, bolle kan kun
forhindre 1). Argumentet, 'Der er jo klart!’, gaelder ikke — selvom det er klart ©.

Hvis man ikke kan fa hul pa et kompliceret problem (her 3x3), er en fundamental undersggelsesstrategi at
betragte et simplere tilfaelde, som man kan overskue, for at fa en idé om problemets natur. Facit er ikke "I
2x2 vinder kryds altid”. Det kan ethvert barn, der kan sidde stille l&enge nok indse.

Anden fase

Eleverne praesenterer deres undersggelser for hinanden og giver begrundelser for deres hypoteser.
Endvidere praesenterer de deres (fulde) Igsninger til 2x2 versionen.

Laereren. Der samles op pa elevernes arbejde. Det er vigtigt for den undersggende tilgang, at det er
elevenernes eget selvsteendige arbejde, som danner udgangspunkt — ikke lgsningsforslag, som er
fremkommet vha. vink og hints fra laereren. Der laves nogle kriterier for, hvordan en god undersggelse/god
argumentation er. Kriterierne kan vaere rummelige. Men der kan indga ord som overbevisende og
kortfattede. | opsamlingen kan ogsa papeges "algoritmiske elementer” og brug af ”det er ligegyldigt hvorfra
spillet ses” (symmetri) med henblik pa senere undersggelser. Laereren samler op pa elevernes Igsning af
2x2 versionen som ’Definition-saetning-bevis’ og papeger, at herved er producentens krav og gnsker
tilgodeset. Hvis eleverne er kommet frem til flere Igsningsmetoder, bgr de alle blive gennemgaet. Det
handler ikke om at finde ‘den smarteste Igsning’. Ethvert serligt I@sningsforslag fortjener opmaerksomhed
og vil utvivisomt rumme elementer af vigtige diskrete metoder (fx kan en mgjsommelig gennemgang af alle
muligheder for gennemfgrelse af 2x2 spil forekomme som ’overkill’, men kan give idéer til metoder for
analyse af 3x3 spil). Herved sattes ogsa paradigmet for Igsning af 3x3 versionen. Leereren sammenfatter
elevernes hypoteser, fx som procenter af ja/nej til mulighed for de 4 spilniveauer.

Tredje fase

Eleverne praesenteres nu for, at 3x3 jo er et bgrnespil, som kan spilles pa computer eller mobiltelefon. Vi
lader barnet starte og stiller (undersggelses-)spgrgsmalene: (1) Er det muligt for bolle at tilrettelaegge
spillet (lave en spilstrategi for computeren), sa kryds altid vinder? (2) Er det muligt at lave en spilstrategi, sa
kryds vinder nogle gange, men ikke altid? (3) Er det rigtigt, at hvis bade kryds og bolle spiller optimalt, sa
bliver det uafgjort? (4) Er der en sikker vinderstrategi? Herefter gar eleverne i gang med at svare pa
spgrgsmalene og give den garanti, som producenten forlanger.

Laereren: Det kan vaere god logistik at fordele spgrgsmalene, sa de forskelige grupper fokuserer pa hver
deres undersggelse.

Tanken er, at eleverne selv overvejer fortolkningen af undersggelsesspgrgsmalene. Fx er pastanden i (1) at,
uanset hvor det fgrste kryds placeres, vil det vaere muligt for computeren at lade barnet vinde. Det er
muligt, at eleverne kun kommer noget af vejen i argumentation — fx fordi der er for mange muligheder at
undersgge. Derfor kan det veere relevant at diskutere undersggelsesstrategien med dem. Bemaerk, at
spgrgsmalene jo ikke er uafthaengige, hvilket leereren kan udnytte i fordeling af opgaver. Nar denne fase er
tilendebragt, vil eleverne (idéelt) have en klar idé om, hvordan de skal rapportere til producenten.

Fierde fase

Eleverne praesenterer gruppe for gruppe deres arbejde i fase 3. Tilhgrergruppernes rolle er at stille kritiske
spgrgsmal iseer til, om ‘garantien holder’. Er forklaringerne udtgmmende, eller er der overset noget? Er



argumentationen logisk? Er der fejet noget under 'det-ses-klart-taeppet’? ... De skal endvidere tage noter til
de spgrgsmal, de ikke selv har undersggt, sa alle kan svare pa alle producentens spgrgsmal og har indsigt i
'garantien’.

Leereren samler op. Hvordan er det gaet med hypoteserne fra fase 2? Er der uafklarede argumenter i
garantierne? Hvad mangler vi for at kunne rapportere til producenten? ... Herefter laves i faelleskab en
disposition til en konsulentrapport til producenten. Hvad skal formatet vaere? | en udelukkende skriftlig
rapport kan iseer garantidelen nemt blive meget nomenklatur-tung. Der skal mange betegnelser til for at
beskrive spiltraek éntydigt. Sa figurer og videoer/screencast af spilgennemfgrelser m.m. kan vaere gode
alternativer til dele af en rapport. Fasen munder ud i vedtagelse af retningslinjer, som bgr inkludere dele
med ren skriftlighed. Dette er en god lejlighed til at pointere faglige standarder for skriftlighed i matematik.

Femte fase

Eleverne starter arbejdet pa den faerdige form af deres rapport (1 for hver gruppe). Laereren er ‘coach’,
som sikrer, at grupperne arbejder relevante beskrivelser.

Sjette fase

Eleverne giver kort statusmeddelelse om, hvor de star i deres rapportarbejde. Er der alvorlige forhindringer
for at g@re den faerdig? Laereren sammenfatter, hvad der er mangler, fgr der kan rapporteres til
producenten, og udstikker den resterende arbejdsplan, fx om alle elever skal lave udfgrlig rapportering om
alle producentens 4 niveauer. Den afhaenger selvfglgelig af produktkravene til eleverne, vel isser om
forlgbet skal med til eksamen.

Nogle tjeksp@grgsmal til de opstillede lzeringsmal

a) Laven undersggelse af 3x3 kryds-og-bolle hvor en gevinststilling er defineret ved at 3 krydser eller
3 boller danner en vinkel:

Eksempel 1 Eksempel 2
o o|o
X|o o]
X | X |x

Eksempel 1 er en vinderstilling for kryds og Eksempel 2 for bolle. Er det rigtigt, at kryds altid kan
vinde?
b) Hvilke af stillingerne nedenfor er i en vis forstand ens, forklar!
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Forslag til elevprodukter

A. Eleverne afleverer konsulentrapport til producenten. Heri skal beskrives den opgave, de har Igst (sa der
er sikkerhed for, at producenten og konsulenten er enige om, hvad det handlede om), hvad deres
Igsningsforslag er vedrgrende de 4 spilniveauer, og ikke mindst garantien for at deres forslag er korrekte,
altsa uafviselige argumenter for fx ‘Uanset, hvordan kryds spiller, kan bolle altid fa mindst uafgjort’, m.a.o.
matematiske beviser.

B. Eleverne laver video af gennemfgrelse af et eller flere spil, som daekker et af de 4 niveauer. Eleverne skal
forklare, hvorfor den spilstrategi, de illustrerer, er udtgmmende for spilniveauet, ved at henvise til
symmetrier, ved at dakke alle tilflde, ...



Metodiske pointer

Vi arbejder med at matematisere et hverdagsfeenomen som simple spil. Man kan argumentere for
bestemte egenskaber ved at gennemspille alle muligheder. Det er typisk for diskret matematisk
argumentation at benytte symmetri m.m. til at reducere omfanget og at opdele i tilfeelde. Spilstrategier er
eksempler pa algoritmer. Et bevis kan besta i angivelse af en algoritme samt et bevis for, at algoritmen
virker. Elevdiskussioner, om hvorvidt en given strategi virker, giver "hvis ..., sa ...-logik et naturligt retorisk
fundament (hvis du er med pa ..., s ma du ogsa acceptere ..., sa derfor ...).

Links med lidt gruppeteori og til mere avancerede kryds-og-bolle spil

Der er masser af materiale pa nettet, fx
https://ibmathsresources.com/2013/11/24/game-theory-and-tic-tac-toe/
https://www.youtube.com/watch?v=VOrVMQjQpGg&list=PLa8j0YHOYQQIkWOOUGBrge6PgxeOSqrZi

http://mathforum.org/library/drmath/view/55291.html

|déer til videre forlgb

Ovenstaende er helt fyldestggrende i forhold til leereplanerne, men man behgver jo ikke at stoppe:

Eleverne opfordres til selv at undersgge spil, hvor computeren starter. De formulerer nu selv
underspgelses-spgrgsmalene. Undersggelsesspgrgsmalet kunne nu lyde: Er det muligt at lave en strategi for
at computeren ikke vinder — dvs. for at bolle altid opnar at vinde eller at spillet ender uafgjort?

En ide er at underspge det omvendte: "Findes der en strategi, hvor bolle kan tvinge kryds til at vinde?”, i sa
fald skal der naturligvis taenkes over, hvad forholdet mellem de to saetninger er, og hvordan man sa
argumenterer (nej, der findes ikke en strategi, hvor bolle kan tvinge kryds til at vinde i alle tilfaelde). En
mulig tilgang er at se pa hvad der sker, hvis kryds starter med at veelge midterfeltet, og i 3. traek saetter
krydset modsat bolle:

1. mulighed 2. mulighed
o] )
X X
X X

Igen samles der op — har man brugt ideen om indirekte bevis ovenfor, skal der naturligvis vaere et vist fokus
pa, hvordan eleverne formulerer sig om det.

Eleverne opfordres til at formulere andre mulige undersggelsesspgrgsmal, evt. med lettere aendrede regler.
Og ogsa principper for, hvordan godt kryds-og-bolle spil pa computeren kunne konstrueres.

Idéer til undersggelse kunne fx vaere at andre regler, sa kryds traekker fgrst, men bolle sa har andet og
tredje traek, hvorefter man skifter. Der kunne ogsa laves andre gevinststillinger end tre pa raekke. Mht.
fornuftige muligheder for at konstruere spillet kunne man overveje:

— Skal barnet selv kunne veaelge, om det vil begynde eller veere nummer to (og hvilke spil i fase to og 3 er
mest interessante)?

— Kunne der indbygges mekanismer sa computeren vandt nogle gange — og i sa fald, hvordan (skulle det
veere tilfeeldigt eller skulle det vaere, hvis barnet fx dummede sig og undlod at blokere en gevinst)?

— Skal der vaere en slags progression (”levels”) i spillet og i sa fald, hvordan?

Der findes andre spil, som kan analyseres pa samme made, herunder en raekke kryds-og-bolle spil, fx den
variant, hvor hver spiller har tre brikker, som de sa flytter rundt pa pladen. Man kan ogsa overveje
cylinderflade og torus — maske er det opgaver til B niveau. Her kunne ogsa vaere en opgave i at lave en
simpel strategi for kryds-og-bolle pa 4x4 med krav om 4 pa raekke, der sikrer uafgjort. Dette spil kan ogsa
analyseres pa torus og cylinder.


https://ibmathsresources.com/2013/11/24/game-theory-and-tic-tac-toe/
https://www.youtube.com/watch?v=VOrVMQjQpGg&list=PLa8j0YHOYQQIkW0OUGBrqe6PqxeOSqrZi
http://mathforum.org/library/drmath/view/55291.html

