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Stokastiske variable

Eksperimenter, der ikke kan forudsiges, kaldes stokastiske eksperimenter. De variable man arbejder med i
stokastiske eksperimenter kaldes stokastiske variable.

Stokastiske variable optraeder blandt andet i beskrivelse af en reekke spilsituationer, som terningkast,
lottospil, kortspil mm., men ogsé i flere andre situationer som for eksempel ved beregning af
sandsynligheden for at fa fem bern af samme ken.

Til et stokastisk eksperiment herer et udfaldsrum U = {ul Uyl } , som bestar af meengden af de mulige

udfald. For eksempel vil udfaldsrummet ved kast med én terning, hvor man teller gjne, vere
U=1{1,23,4,5,6}.

Traditionelt benyttes stort U til at betegne udfaldsrummet, mens lille u benyttes til at betegne et enkelt udfald
i udfaldsrummet. De enkelte udfald nummereres ved hjelp af et index i, som kan antage veerdierne fra 1 til n,
nér der er n udfald i udfaldsrummet.

Til hvert af udfaldene u, iudfaldsrummet U knyttes en sandsynlighed p,, som er et tal mellem 0 og 1.

I eksemplet med terningen er sandsynligheden for et bestemt antal ojne, dvs. et af de seks udfald u,,u,,...,u,,

.1 e
den samme, nemlig e Bogstavet p kommer fra engelsk ”probability”.

Bemark, at der benyttes samme index pé sandsynlighederne p som pa udfaldene u, dvs. til udfaldet u, horer
sandsynligheden p,.

Sammenhangen mellem udfald og sandsynlighed opskriver vi ofte i en sandsynlighedstabel:

Udfald u up w2 || | u,

Sandsynlighed p pr|\p2 | ... | .. | P,

Summen af alle sandsynlighederne vil altid vere 1.

Hvis vi for eksempel kun er interesserede i nogle af udfaldene i udfaldsrummet, sé samler vi dem i en
delmangde af U og kalder denne delmangde for en hendelse, som vi betegner H.

Vi sammenfatter ovenstaende i en definition:

Definition 1  Sandsynlighedsfelt

Et endeligt udfaldsrum U med tilherende sandsynlighedstabel kaldes for et endeligt
sandsynlighedsfelt.

De enkelte sandsynligheder ligger mellem 0 og 1: 0< p, <1, i=1...n.
Summen af sandsynlighederne giver 1: p, + p, +...+ p, =1.

En delmangde H af udfaldsrummet kaldes en hendelse. Sandsynligheden for heendelsen
H er summen af de sandsynligheder, der herer til de enkelte udfald i heendelsen.

Hyvis alle udfald i U har samme sandsynlighed, s& kaldes sandsynlighedsfeltet for et
symmetrisk sandsynlighedsfelt.



Eksempel 1

Kast med en terning

Hyvis vi kaster en terning og lader den stokastiske variabel X telle antallet af gjne pa
terningen, sa har vi et symmetrisk sandsynlighedsfelt med felgende sandsynlighedstabel:

Stokastisk variabel X = x, 1 2 3 4 5 6

Sandsynlighed P(X = x,)

1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6

Af denne tabel kan man for eksempel aflase, at der er + sandsynlighed for at fa en 2’er,

hvilket ogsé kan skrives som P(X =2)=+.

Atsla en 1’er eller en 5’er 1 et kast med en terning er et eksempel pa en haendelse, H = {1,5}. Vi siger, at

I’ere eller 5’ere er gunstige udfald for undersogelse af haendelsen H, fordi det netop er disse de udfald, der
indgar i heendelsen. I haendelsen H ser vi altsa bort fra de andre udfald 2, 3, 4 og 6.

Eksempel 2

Opgave 1

Det tyske Lotto

I det tyske Lotto er der 49 kugler i en beholder, og
kuglerne er nummereret med tallene 1,2,...,49. Fra
beholderen traekkes én kugle ad gangen, og der traekkes
seks kugler i alt som tilsammen udger et udfald. Nér

vi “treekker’ et udfald bestdende af 6 kugler, kan man fx

taenke pa situationen, som en tabel med 6 celler, der Grafik: www.colourbor.dk
skal udfyldes med de tal, vi treekker. Forste gang vi trekker en kugle, er der altsé 49
kugler, dvs. tal, at veelge imellem. Anden gang er der sa 48 muligheder osv.

| 49

Et eksempel pa et udfald kunne vaere de 6 tal: {2,3,8,19,21,35}. Den reekkefolge, tallene

udtreekkes 1, er ligegyldig, sa {2,3,8,19,21,35} er det samme udfald som {21,8,35,2,19,3}.
Nar vi skal have netop dette udfald, har vi altsd 6 muligheder, nar vi traekker den forste
kugle, fordi vi kan kun bruge et af tallene, 2, 3, 8, 19, 21 og 35. Derefter har vi kun 5
muligheder tilbage, fordi vi allerede har placeret et af de 6 tal i celle nummer 1:

3 21|

48 | 47 [ 46 | 45 | 44 |

[6 [5[4

Sandsynligheden for netop dette udfald er saledes:

antal gunstige udfald 6-:5-4-3-2-1

. = =7,15-10"°
antal mulige udfald  49-48-47-46-45-44

I et andet Lotto er der 56 kugler i en beholder, og kuglerne er nummereret med tallene
1,2,...,56. Fra beholderen trackkes én kugle ad gangen, og der treekkes i alt syv kugler.

a) Bestem antallet af mulige udfald i dette Lotto.

b) Opskriv et selvvalgt muligt udfald, og bestem sandsynligheden for dette udfald.



Vi indferer nu en stokastisk variabel til at beskrive de forskellige udfald i udfaldsrummet med tal. Populeert
sagt saetter vi den stokastiske variabel til at "telle” de ens udfald. Hvis vi fx kaster to ens terninger og ser pa,
at summen af gjentallene giver 7, s er de mulige udfald: {1,6}, {2,5} og {3.4}.

Da summen af gjentallene skal veere 7, sé skriver vi X = 7. Vi vil senere se, at sandsynligheden for, at

X=7Ter izl.Vi skriver P(X:7):l.
36 6 6

Definition 2 Stokastisk variabel

I et endeligt sandsynlighedsfelt er en stokastisk variabel X en funktion, der til hvert udfald
i U knytter et reelt tal.

Sandsynligheden for, at X antager vardien x,, skrives som P(X = x,), og det beregnes

som summen af sandsynlighederne for de udfald, der knyttes til x;.

Til en stokastisk variabel X knytter vi en sandsynlighedstabel, hvor sandsynlighederne for, at den stokastiske
variabel antager vaerdien x,, betegnes p, :

Stokastisk variabel X =x, | x, | x, | ... | ... | x

Sandsynlighed P(X = x,) ool pa || | D,

Bemark, at betegnelsen p, er en generel betegnelse for en sandsynlighed, som vi bruger om bade et udfalds

sandsynlighed og en sandsynlighed for, at en stokastisk variabel antager en bestemt veerdi. Vi kan forstd X
som en variabel, der kan veare lig med n forskellige vaerdier x,. Hvis n er 10, sd kan den stokastiske variabel

X antage 10 forskellige vaerdier. Hvert af tallene x, optraeder med en sandsynlighed p, . Hvis vi igen ser pd

kast med to terninger, hvor X teeller summen af gjentallene, s& kan X antage 11 forskellige vaerdier:
2,3,...,12. Vi vil senere beregne sandsynligheden knyttet til hver x-veerdi.

De enkelte sandsynligheder p, er tal, der alle ligger i intervallet [O; 1}, og summen af alle sandsynlighederne

p, er 1. Udtrykket P(X =2)=0,3 skal leses sidan, at den stokastiske variabel X kan antage vardien 2,
dvs. X = 2, og sandsynligheden for dette, dvs. P(X =2), er lig med 0,3.

Opgave 2 Kast med to menter

Vi kaster nu med to ens menter og i hvert kast taeller vi antallet af menter, der viser krone.
Her bestemmes eksempelvis sandsynligheden for at 4 0 krone, dvs. P(X =0), ved at

teelle de gunstige udfald for dette eksperiment. Da vi kan fa 0 krone pa én made, sa er
antal gunstige udfald lig med 1.

a) Forklar, at X kan vere lig med tallene 0,1 og 2.

b) Opskriv de mulige udfald, med betegnelserne p = plat og k = krone, dvs. hvis
begge menter viser plat, sa betegnes udfaldet pp.

c) Tel op, og angiv antallet af gunstige udfald for hveraf: X =0, X =1 og X =2.



d) Udfyld sandsynlighedstabellen nedenfor, idet du i hvert tilfeelde udregner
antal gunstige udfald

antal mulige udfald

Stokastisk variabel X =x, | 0 1 2

Sandsynlighed P(X = x,)

Middelvaerdi og spredning

I det folgende ser vi pd middelverdi, varians og spredning for en stokastisk variabel. Det er tre tal, som siger
noget om den stokastiske variabels sandsynlighedsfordeling. De tre starrelser middelverdi, varians og
spredning kender vi allerede fra emnet deskriptiv statistik, og vi kender formler for udregning af de tre
storrelser i den sammenheeng. Hvis vi tenker pa sandsynlighederne som frekvenser, s& svarer middelvardien
til et veegtet gennemsnit af de tal, som den stokastiske variabel X kan antage. ”Veegter” betyder, at man i
beregningen tager hensyn til, hvilken sandsynlighed tallene optreeder med. Varians og spredning er to
veerdier, der forteller noget om, hvor langt de talvaerdier, som den stokastiske variabel X antager, ligger fra
middelveardien.

Definition 3 Middelvaerdi af en stokastisk variabel

Middelvardien af en stokastisk variabel X betegnes u, og udregnes som det vaegtede

gennemsnit:

M:pl"xl+p2'x2+"'+pn'xn'

Man anvender ogsé betegnelsen E(X) for middelverdien af en stokastisk variabel X. Betegnelsen £

stammer fra det engelske ord ”Expected value”, som betyder ”forventet vaerdi”. Store tals lov siger, at
gennemsnittet af rigtig mange udfald af en stokastisk variabel X vil nerme sig middelverdien p, deraf

betegnelsen “den forventede veerdi”.
Eksempel 3 Kast med en terning — fortsat

Sandsynlighedstabellen for kast med en terning, hvor den stokastiske variabel X taeller
antallet af gjne pé terningen, er vist herunder.

Stokastisk variabel X = x, | 1 2 1314 ]5 |6

Sandsynlighed P(X = x,)

o=
o=
o=
=
o=

1
6

Middelvaerdien af X bliver ifolge definitionen:
p=1+4+2.143.144.245.24+6-£=3,5.

Hyvis vi tegner et sgjlediagram for X sammen med middelvaerdien, sa far vi:



Eksempel 4

B
£
5
€ 0.16
z
ol
2
b
0.12
0.08
0.04
0.00- T
0 1 2 3 4 5 6 7
kast

Eksemplet viser, at ;= 3,5 ikke er blandt x, erne. Middelveardien kan altsé godt antage

en verdi, der ikke optraeder blandt de mulige verdier for den stokastiske variabel.

Kast med to terninger

Vi kaster med to terninger og teeller summen af de to terningers gjne. Vi kan illustrere
udfaldene i felgende tabel:

erning 2

Terning 1

1 {1,2}

2 2.1}

Her bestemmes eksempelvis P(X =3) ved forst at teelle antal gunstige udfald for
summen 3. Vi teller her to, da vi kan fa 3 gjne pa to mader {1,2} og {2,1}. Vi teller
herefter antal mulige udfald, som her er 6-6 = 6> =36, da der er seks muligheder for

hver terning. Hermed bestemmes sandsynligheden for at fa summen 3 ved et kast med to
terninger:

P(X =3)= antal gunstige udfald _ 2

antal mulige udfald 36

Sandsynlighedsfordelingen for den stokastiske variabel X bliver dermed:



Stokastisk

variabel X = x, 2 J . . 6 J 8 9 10 | 11 112
Sandsynlighed 1 2 4 5 6 5 4 3 1
P(X =x,) 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Tegnes et sgjlediagram for X far vi.

0.20

0.16

)
N

sandsynlighed

S
o
©

0.04+

=

0.0

S

0 1 2 3 4 S| 6 7 8 9 10 n 12 13 14

stokastisk_var

Opgave 3 Benyt definition 3 til at bestemme middelvardien for denne stokastiske variabel X.

Duskal fa p=17.

De fleste vaerktojsprogrammer har indbyggede kommandoer til at tegne sejlediagram og bestemme

middelverdi.
Opgave 4 En stokastisk variabel X, der taller antallet af krone ved kast med 3 menter, har felgende
sandsynlighedsfordeling.
Stokastisk variabel X =x, | 0 1 2 3
Sandsynlighed P(X = x,) 1 3 3 1
8 8 8 8

a) Indtast sandsynlighedsfordelingstabellen i dit vaerktejsprogram.

b) Undersog, hvordan man kan tegne sgjlediagrammer i dit verktejsprogram, og tegn et

sojlediagram for sandsynlighedsfordelingen i dit veerktejsprogram.

c) Bestem middelvardien for X1 dit vaerktejsprogram. Du skal fa p=1,5.



Definition 4  Varians og spredning af en stokastisk variabel

Variansen, Var(X), af en stokastisk variabel X med middelvardien p reprasenterer det

gennemsnitlige afstandskvadrat til middelvaerdien p¢. Det udregnes som:

Var(X)=p,-(x, _M)Z +..+p,(x, _U)Z-

Spredningen, o, udregnes som kvadratroden af variansen:

o=,/ Var(X).

Det gennemsnitlige afstandskvadrat til middelveerdien er et mal for, hvor langt den stokastiske variabels
talvaerdier gennemsnitligt ligger fra middelvardien. Verdien x, — 11 betegner afstanden fra x, til p(regnet
med fortegn). Vi ensker ikke negative afstande, s& derfor ser vi pa afstandskvadratet, dvs. vi kvadrerer
afstanden, sd vi far (x, —p)’. Derefter udregner vi det vaegtede gennemsnit af disse ved at gange med
sandsynlighederne.

Naér de stokastiske variables talverdier ligger langt fra middelverdien far vi en hej varians, og omvendt fér
vi en lille varians, hvis de ligger tet pa. De kvadrerede afstande vaegtes med de tilherende sandsynligheder,
hvorved de udfald, der kun optraeder med lille sandsynlighed, bidrager mindre til variansen, end de udfald,
der optraeder med sterre sandsynlighed. Figuren nedenfor viser to sgjlediagrammer for to stokastiske variable
med samme middelvardi, men med forskellig varians og dermed forskellig spredning.

0.36

0.28-

0.24

0.20-

sandsynlighed

0.16

0.08

0.04

0.00

0.36

0.324

0.28

0.24+

0.20-

0.16

sandsynlighed

0.12

0.08

0.04 -

0.00

stokastisk_var

Naér vi udfaerer et stokastisk eksperiment, sa reprasenterer spredningen i en vis forstand den forventede
afstand, et udfald vil have til middelvardien. Dette geelder, fordi vi tager kvadratroden af variansen, nér vi
skal beregne spredningen. Spredningen er specielt brugbar, nar man har to sammenlignelige eksperimenter.



Eksempel 5 Kast med en terning

Vi benytter definitionen til at bestemme varians og spredning for den stokastiske variabel
X, der teeller antallet af gjne ved kast med én terning.

Vi har tidligere udregnet ¢ =3,5. Vi udregner variansen for X:
1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ,
Var(X)=—(1=3,5" +--2=3,5 + (=35 + (4 =35 + = (5-3,5 + (63,5 =2,92

Og herudfra spredningen for X:

o =/Var(X) =4/2,92 =1,71.

Opgave 5 Benyt definition 4 til at bestemme varians og spredning for den stokastiske variabel, der
teeller summen af gjnene ved kast med to terninger.

De fleste vaerktojsprogrammer har indbyggede kommandoer til at bestemme varians og spredning.

Opgave 6 a) Underseg, hvilke kommandoer dit verktegjsprogram anvender til bestemmelse af
varians og spredning for en stokastisk variabel X.

b) Benyt programmet til at beregne middelverdi, varians og spredning for en stokastisk
variabel X, der angiver summen af gjne ved kast med to terninger.

c) Opstil et regneark i dit vaerktejsprogram, der viser sandsynlighedsfordelingen.

d) Benyt programmet til at tegne et sgjlediagram for sandsynlighedsfordelingen.

Nér vi udferer et stokastisk eksperiment, sa forventer vi, at veerdierne for den stokastiske variabel ligger
inden for en rimelig afstand fra middelvaerdien. Spredningen angiver, hvor stor denne afstand kan vere. Det
kan dog ske, at vi far veerdier, der ligger langt fra middelverdien, men selvfolgelig ganske sjeldent. Vi
definerer herunder, hvilke vaerdier for den stokastiske variabel vi vil anse for normale, og hvilke vi vil anse
for exceptionelle.

Definition 5  Normale og exceptionelle vaerdier u—3c 7 1+ 30
En veaerdi x for en stokastisk variabel X |
kaldes normal, hvis den ligger inden for to I S
spredninger fra middelverdien f , dvs. < <
p—20<x<pu+20. % ﬁ
= =
= =&
En veaerdi x for en stokastisk variabel X % %
kaldes exceptionel, hvis den ligger leengere 5 =
vaek end tre spredninger fra middelveardien § §
W, dvs. x<p—30 eller x>pu+30. © il H ©

v

10



Opgave 7 Kast med to terninger
Vi kaster med to terninger, og den stokastiske variabel X betegner summen af gjnene.
a) Bestem de veardier for X, der er normale.

b) Bestem de verdier for X, der er exceptionelle.

Binomialfordelingen

I mange praktiske situationer har vi kun to udfald. Disse situationer kan typisk modelleres med
binomialfordelingen.

Vi vil i det folgende se naermere pé binomialfordelingen, samt anvendelser heraf.

Eksempler pd binomialmodeller kan veere et vist antal kast med en arlig ment, hvor vi har to udfald; plat og
krone. Sandsynligheden for at fa plat er 5, hver gang vi kaster menten. Et andet eksempel er kast med en

terning, hvor sandsynligheden for at fa en sekser er ¢, hver gang vi kaster terningen.

Binomialmodeller er kendetegnet ved, at det samme eksperiment gentages en rackke gange. Dette
eksperiment kaldes for basiseksperimentet, og de enkelte basiseksperimenter i modellen antages ikke at
pavirke hinanden, vi siger de er uafhengige. Et basiseksperiment har netop to mulige udfald, som vi kalder
henholdsvis succes og fiasko. Sandsynligheden for at fa succes i et basiseksperiment kaldes
basissandsynligheden. Basissandsynligheden er sdledes den samme i hvert basiseksperiment.

Vi betragter nu en generel situation, hvor vi laver n uathaengige gentagelser af et basiseksperiment. I hvert
forseg er der to mulige udfald; succes og fiasko. Sandsynligheden for succes, dvs. basissandsynligheden,
som jo er den samme i alle n basiseksperimenter, benavnes p, hvor 0 < p <1. Sandsynligheden for fiasko

bliver dermed 1 — p , fordi summen af de to sandsynligheder jo skal vere 1.

Vi indferer en stokastiske variabel X, der teeller antallet af succeser. S& er X binomialfordelt, og vi skriver
X ~ b(n, p), hvor n kaldes antalsparameteren, og p kaldes sandsynlighedsparameteren.

Vi repeterer herunder begreberne “fakultet” og kombinationer”, som er vigtige elementer i
binomialfordelingens sandsynlighedsfunktion.

Definition 6 Fakultetstallene

For et naturligt tal n forstas det n’te fakultetstal n! som produktet af de » forste hele tal,
dvs.

nl=n-(n-1)-n—-2)-...-3-2-1.
Desuden galder, at 0!=1.
Kombinationer og binomialkoefficienter
For hele tal n og 7, hvor 0 < » < n, defineres binomialkoefficienten K(n,r) ved

n!

K=ot

Eksempel 6 Vi har et saet med 52 almindelige spillekort.

Hyvis vi udtager 13 spillekort blandt de 52 spillekort, s& kan vi udregne antallet af
forskellige méder, som vi kan fa de 13 spillekort pa, ved
52! 52!

K(52,13)= = — = 635013559600
131-(52—-13)! 13!-(39)!

11



En af disse mange delmengder kan veere delmaengden med disse 13 spillekort, som vi har

taget blandt alle 52 spillekort:

Szetning 1 K(n,r) angiver hvor mange delmangder med » elementer, der kan udtages af en

mangde med » elementer.

Bevis

Vi beviser dette ved at sette » elementer fra en maengde pa n elementer i reekkefolge pa to forskellige mader.

Metode 1:

Vi antager forst, at vi skal vaelge blandt # elementer og satte disse i rekkefolge pa r pladser. Pa forste plads
kan man velge mellem alle n elementer, pa anden plads mellem #—1 elementer, pé tredje plads mellem
n— 2 elementer, osv. Efter den naestsidste plads har vi brugt » —1 elementer, og der er derfor n— (r —1)

elementer at veelge mellem til den sidste plads.

Plads 1

2

3 r

Antal elementer n

n—1

n—2 n—(r—1)

Dereraltsaialt n-(n—1)-(n—2)-...-(n—(r —1)) forskellige mader at satte r elementer fra en mangde pé n
elementer i rekkefolge pa. Vi kan omskrive dette udtryk til:

n-n-10)-n—2)-...(n—(r—-1))=

(n—r)!
n-n—10)-n—2)-..-.(n—(r—1))- =

(n—r)!
n~(n—1)-(n—2)~...-(n—(r—l))-(n—r)!7

(n—r)!

n~(n—1)~(n—2)~...-(n—(r—1))-(n—r)~(n—(r+1))~...~3~2~1!7

(n—r)!
n!

(n—r)!

(n—r)!

(n—r)!

Ganger udtrykket ,somjoer 1, pa

Ganger op i telleren

Skriver (n—r)! ud

Udnytter at
nl=n-mn=0)-...n—@-=1))-n—r)y-(n—r—-1)-..-2-1

Antallet af forskellige mader vi kan saette 7 elementer fra en mengde péd n elementer i reekkefolge pa kan

n'

(n—r)! .

altsé beregnes ved

12



Metode 2:

Vi antager, at vi forst velger r elementer blandt de n elementer, og herefter setter dem i reekkefolge pa de
pladser. Nar de » elementer, vi har valgt, skal settes i rekkefolge, kan man pé den forste plads vaelge mellem
alle de » elementer, pa anden plads mellem 7 —1 osv. P den sidste plads er der kun 1 element tilbage at
veelge imellem. Der er altsé i alt »-(» —1)-...-1=r! mader at satte de r elementer i rekkefolge pa.

Men de r elementer kan jo valges pé flere méder, og vi vil antage, at » elementer kan udvalges blandt »
elementer pa x méader. Det betyder s&, at der vil veere i alt x-7! mader at satte » elementer fra en mangde pa
n elementer i reekkefolge pa.

Sammenligning af metode 1 og 2:

I hver af de to metoder har vi opskrevet to udtryk for det samme. Disse ma derfor give samme resultat, og vi
far derfor, at:

n!
xrl= (n—r)! Setter de to udtryk lig med hinanden
!
= Dividerer med r! pa begge sider
rt(n—r)!
x=K(n,r) Udnytter definition 6

Da x er antallet af mader, hvorpa man kan udvalge » elementer blandt n elementer, er det enskede bevist,
dvs. at man med binomialkoefficienten K(n,r) kan beregne antallet af mader hvorpa, vi kan udvalge en

delmangde med r elementer fra en mangde med » elementer.

Opgave 8 Binomialkoefficienter kan nemt beregnes med de fleste verktejsprogrammer.

a) Undersgg, hvordan dit veerktejsprogram beregner binomialkoefficienter, og beregn
K(20,5), K(20,0) og K(20,19).

I en binomialmodel kan sandsynligheden for, at der optrader » succeser ud af i alt » mulige, beregnes ved
hjeelp af binomialkoefficienter:

Szetning 2 Hvis X ~ b(n, p) , s& beregnes binomialsandsynligheder saledes:
P(X =r)=K(n,r)-p"-(1=p)"",

hvor 7 er antalsparameteren, og p er sandsynlighedsparameteren.

Bevis

P(X =r) angiver sandsynligheden for, at der optraeder » succeser ud af de » mulige i n basiseksperimenter.

De basiseksperimenter, der ikke resultater i succes, resulterer jo i fiasko, sa derfor ma der optraede n—r
fiaskoer. Sandsynligheden for succes i basiseksperimentet er p, og sandsynligheden for fiasko ersa 1— p .

En méade, hvorpa vi kan fé netop » succes’er og dermed netop » — r fiasko’er, er ved at vi far succes de
farste r gange og fiasko de sidste n —r gange i de n basiseksperimenter. Ser vi pa netop den situation, sa, sé
kan vi udregne sandsynlighederne siledes:

r

Sandsynligheden for succes de forste » gange er: pp..p=p
—

r gange

Sandsynligheden for fiasko de naeste n —r gangeer: (1—p)-(1—p)-....(1—p)=>1—p)""

n—rgange

Derfor er sandsynligheden for udfaldet: 7 succes’er og n— r fiasko’er” samlet set p” - (1— p)" .
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Uanset, pa hvilken made vi traekker de r elementer, sa er sandsynligheden givet ved det samme udtryk:

n—r

p-(1-=p)

(overvej!). Vi vil derfor kunne bestemme den samlede sandsynlighed for at opna netop r

succes’er ved at legge sandsynlighederne for hver af méderne sammen.

Men vi ved fra setning 1, at antallet af forskellige méader, hvorpa man kan traekke » elementer ud af en
mangde med n elementer, kan beregnes med K (n,7) . Dvs. nar vi tager hensyn til antallet af méader, hvorpa

vi kan treekke de r elementer, sé bliver den samlede sandsynlighed for at opné r succeser:

P(X=r)y=K(n,r)-p"-(1=p)"" .

Hermed er det onskede bevist.

Eksempel 7

Opgave 9

Eksempel 8

14

Der treekkes et kort blandt 52 almindelige spillekort. Det noteres, om kortet er et
billedkort, hvorefter kortet laegges tilbage i bunken. Dette kan betragtes som
basiseksperimentet i en binomialfordeling, hvor basissandsynligheden er p =14 =2.

Basiseksperimentet gentages 6 gange, og vi indfarer den stokastiske variabel X, der teeller
antallet af billedkort.

Sandsynlighedsfunktionen for binomialmodellen bliver derfor:

P(X:r):K(6,r)-[%] -[1—%] :

Udfyld sandsynlighedstabellen for den stokastiske variabel X, der teeller antallet af
billedkort i binomialmodellen b(6,%) fra ovenstiaende eksempel.

X=r 0 1 2 3 4 5 6

P(X=r)

Kast med en mont 20 gange

Hvis vi kaster en @rlig ment 20 gange, og lader den stokastiske variabel X teelle antallet
af “krone”, sa er X binomialfordelt med antalsparameter n =20 og
sandsynlighedsparameter p =0,5 .

Vi kan nu bestemme sandsynligheder for forskellige udfald ved hjeelp af
binomialfordelingens sandsynlighedsfunktion.

Sandsynligheden for, at ingen kast giver “krone”:

|
P(X =0)=K(20,0)-0,5°-0,5% :%-1-0,520 =0,5"=9,537-10"".



Dvs. sandsynligheden for, at ingen af de 20 kast giver “krone” — eller med andre ord,
sandsynligheden for, at alle de 20 kast giver plat”, er 0,00009537%.

Sandsynligheden for, at ét kast giver “krone”:

|
P(X =1)=K(20,1)-0,5"-0,5" :%-0,5-0,519 =20-0,5* =1,907-10"".

Dvs. sandsynligheden for, at ét kast giver “krone” — eller med andre ord, sandsynligheden

for, at 19 kast giver ’plat” — er 0,001907%.

I de matematiske vaerktejsprogrammer er binomialsandsynligheder lagt ind som en kommando. Typisk
betegnes kommandoen BinomPdf eller binpdy.

Opgave 10

Eksempel 9

Opgave 11

Opgave 12

a) Benyt dit veerktejsprogram til at beregne folgende sandsynligheder, nar X er
binomialfordelt med » =20 og p=0,5:

P(X =2), P(X =10) og P(X =11).

Kast med en ment 20 gange (fortsat)

Sandsynligheden for at fi hgjst 3 “krone” kan naturligvis beregnes som summen af
sandsynlighederne for at fa hhv. 0, 1, 2 og 3 “’krone™:

P(X <3)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2) + P(X =3).

Tilsvarende kan man beregne sandsynligheden for at fa flere end 15 “’krone” ved at
summere sandsynlighederne for at fa hhv. 16, 17, 18, 19 og 20 "krone”:

P(X >15)=P(X =16)+ P(X =17)+ P(X =18)+ P(X =19) 4+ P(X = 20).
Eller alternativt som 1 minus sandsynligheden for at fa hejst 15 “krone”:

P(X >15)=1—P(X <15).

Udregn sandsynlighederne i ovenstaende eksempel i dit matematiske varktejsprogram.

En stokastisk variabel X er binomialfordelt med antalsparameter » =45 og
sandsynlighedsparameter p = 0,3 .

a) Bestem P(X =10).
b) Bestem P(X <5).

¢) Bestem sandsynligheden for at fa faerre end 10 succeser.

d) Bestem sandsynligheden for at fa flere end 15 succeser.
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Opgave 13

Opgave 14

Opgave 15

16

Vi kaster en arlig terning 60 gange, og lader den stokastiske variabel X talle det antal
gange, hvor vi far en sekser.

a) Hvorfor kan dette eksperiment beskrives ved en binomialmodel?
b) Hvad er antalsparameteren og sandsynlighedsparameteren her?
c) Bestem sandsynligheden for at fi flere end 20 seksere.

d) Opstil en sandsynlighedsfordelingstabel for X'i et regneark.

e) Tegn et sgjlediagram for sandsynlighedsfunktionen.

f) Hvilken af sgjlerne er hejest?

En undersagelse viser, at 4% af alle danskere er vegetarer. Blandt danskere udtages en
stikprave pa 1035 personer. Da stikpreven er meget lille i forhold til populationen, kan
dette behandles ved hjelp af en binomialmodel (overvej dette!).

a) Indfer en passende stokastisk variabel X, og opstil en binomialmodel for antallet af
vegetarer i stikproven.

b) Bestem sandsynligheden for, at der hgjst er 25 vegetarer i stikproven.

X er en binomialfordelt stokastisk variabel. Udfyld i et regneark i et matematisk
varktejsprogram en sandsynlighedsfordelingstabel for X, ndr p =0,1 og n=100.

a) Bestem ved hjzlp af verktejsprogrammet middelverdien for X ud fra
sandsynlighedstabellen.

Andre binomialfordelte stokastiske variable X har sandsynlighedsparameter p = 0,1 og

antalsparameter som vist i nedenstédende tabel.

n 10 20 40 80 100
p 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
Middelverdi

b) Bestem middelverdien pa samme som for, og udfyld en tabel som ovenfor.

¢) Formulér en formodning om bestemmelse af middelveardien for en binomialfordelt
stokastisk variabel X ud fra mensteret i din tabel.

d) Andre binomialfordelte stokastiske variable X har antalsparameter » =10 og
sandsynlighedsparameter som vist i nedenstaende tabel.

n 10 10 10 10 10
p 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
Middelveerdi

e) Bestem pa samme made som i b) middelvaerdien og udfyld en ny tabel som ovenfor.

f) Gelder formodningen om bestemmelse af middelvaerdien for en binomialfordelt
stokastisk variabel X ud fra tilfaeldene i din nye tabel fra d)?



For binomialfordelinger gelder folgende setning om middelverdi.

Seetning 3

Middelvaerdi om binomialfordelingen
m=p-n,

hvor n er antalsparameteren, og p er sandsynlighedsparameteren.

Beviset for satningen er mest for A-niveau og kan findes i appendix.

Eksempel 10

Sztning 4

Stikpreve i mobiltelefonproduktion

Erfaringen har vist, at 3% af mobiltelefonerne i en produktion er defekte. I det felgende
antages det, at sandsynligheden for, at en tilfaldig mobiltelefon er defekt, er 0,03. Der
udtages en stikpreve pa 950 mobiltelefoner fra produktionen.

Vi lader X telle antallet af mobiltelefoner i stikpreven, der er defekte.

Det gennemsnitlige antal defekte mobiltelefoner i stikprover af denne sterrelse kan vi
udregne ved

11 =950-0,03 = 28,5.

Vi vil derfor forvente, at der er omkring 28 eller 29 mobiltelefoner, der er defekte.

Varians og spredning for binomialfordelingen

Hvis X er binomialfordelt med antalsparameter » og sandsynlighedsparameter p, sa er
varians og spredning for X givet ved:

V(X)=n-p-(1-p)

o(X)=V(X)=n-p-(1—p).

Beviset for seetningen om variansen og spredningen for en binomialfordeling overspringes her.

Opgave 16

b

En zrlig ment kastes 3 gange. Den stokastiske variabel X teller antallet af krone”.

a) Ger rede for, at sandsynlighedstabellen ser ud som vist i tabellen:

Antal krone X = x, 01 ]2]3

Sandsynlighed P(X = x,)

o0 |w
0w

o0 |—
o0 |—

b) Bestem middelverdi og spredning for antal “krone”.

¢) Huvilke antal ’krone” er normale udfald?

d) Gor rede for, at der ikke findes exceptionelle udfald i dette eksperiment.
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Eksempel 11

Typer af sgjlediagrammer for binomialfordelinger

Pé figuren herunder ses sgjlediagrammer for binomialfordelingens sandsynligheds-
funktion for henholdsvis (20,1), b(20,%5) og 5(20,4).

Sejlediagrammerne er tegnet pa baggrund af regneark med sandsynligheder for de enkelte
udfald som i opgave 13.

i 1

5(20,5) b(20,5) b(20, 1

Vi ser, at de grafiske billeder er ret forskellige. Hvis p er lille, far sgjlediagrammet en hale
til hgjre, og fordelingen kaldes hgjreskeev. Omvendt, hvis p er stor, far vi en hale til
venstre, og fordelingen kaldes venstreskeev. 1 alle andre tilfeelde har vi en type som den
venstre illustration. Disse typer kaldes for centrale fordelinger.

Vi sa ovenfor hvordan henholdsvis centrale og skave fordelinger kunne identificeres ud fra sgjlediagram for
deres sandsynlighedsfunktioner. Vi kan ogsa definere skaevhed med udgangspunkt i
sandsynlighedsfordelingens middelvaerdi. Bemark, at skeevhed kun er interessant for store verdier af 7.

Definition 7

Opgave 17

Hajreskaev og venstreskaev fordeling
En binomialfordeling kaldes Agjreskcev, hvis middelvaerdien (¢ er mindre end 5.
En binomialfordeling kaldes venstreskcev, hvis middelverdien p er sterre end n — 5.

@vrige binomialfordelinger kaldes centrale.

a) Opstil et regneark i dit matematiske vaerktejsprogram for en binomialfordelt
stokastisk variabel X, hvor antalsparameteren #» =20 og sandsynlighedsparameteren
p bestemmes med en skyder.

b) Tegn et sgjlediagram for sandsynlighedsfunktionen.
¢) Varierer p. For hvilke p er fordelingen venstreskev?
d) Varierer p. For hvilke p er fordelingen hegjreskaev?
e) Varierer p. For hvilke p er fordelingen central?

f) Er der overensstemmelse mellem definition 7 og eksempel 6?

Som vi tydeligt sd ovenfor, sé ser sgjlediagrammerne for binomialfordelingens sandsynlighedsfunktion
meget forskellige ud for forskellige vaerdier af p. Nogle er symmetriske omkring middelvardien, mens andre

er skave.

Uanset om binomialfordelingen er symmetrisk eller skaev, gelder der altid, at sandsynligheden topper lige
omkring middelveardien.
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Seetning 5

Mest sandsynlige udfald for en binomialfordelt stokastisk variabel
Hvis middelveardien er et helt tal, er middelvaerdien det mest sandsynlige udfald.

Hvis middelvaerdien ikke er et helt tal, er det mest sandsynlige udfald én af de to
heltalsnaboer til middelvaerdien.

Denne satning bevises ikke her.

Eksempel 12

Opgave 18

Opgave 19

Stikpreve af mobiltelefoner (fortsat)

Vi lader X vare antallet af mobiltelefoner i stikpreven, der er defekte. Antalsparameteren
er n =950 og sandsynlighedsparameteren er p =0,03.

Ovenfor fandt vi middelveaerdien p = 28,5 som ikke er et helt tal.

Vi udregner sandsynlighederne
P(X = 28) = K(950,28)-0,03% - (1—0,03)"* > = 0,076 .
P(X =29)=K(950,29)-0,03” - (1—0,03)""* =0,075.

Det mest sandsynlige udfald er dermed 28 defekte mobiltelefoner.

Et gartneri oplyser, at for en bestemt slags forarsleg vil 9 ud af 10 lgg spire. En husejer
keber 45 af de pageldende forarslog.

a) Bestem middelverdi og spredning for antallet af spirende forérslog.
b) Bestem det mest sandsynlige antal spirende forarslog.

¢) Bestem sandsynligheden for, at mindst 40 af forarslegene vil spire.

Sandsynligheden for, at en LED pzre braender mere end 25000 timer, er 87%. En husejer
skifter 40 lampeparer til LED paerer.

a) Indfer en binomialfordelt stokastisk variabel X, der betegner antallet af LED pzerer,
der breender mere 25000 timer.

b) Bestem middelverdi for antallet af LED perer, der braender mere end 25000 timer.

c) Bestem det mest sandsynlige antal LED parer, der braender mere end 25000 timer.

Andre sandsynlighedsfordelinger

Normalfordelingen

Normalfordelingen er den mest udbredte statistiske fordeling, blandt andet fordi den reprasenterer en god
tilneermelse til mere komplicerede fordelinger som fx binomialfordelingen.

Normalfordelingen er kontinuert i modsatning til binomialfordelingen som er diskret. Den rode graf
herunder viser normalfordelingens karakteristiske klokkeform. Vi vil senere fa brug for at vide, at
normalfordelte stokastiske variable er fordelt som vist nedenfor.
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> (1)
p—30c p—20 p—o W p+o p+20 p+3o

1 I normale udfald 1 I
— 68,27% —

I 95,45% I
I 99,73% I

Som vist pa figuren fordeler observationer knyttet til normalfordelte stokastiske variable sig sadan, at:
e ca. 68% af observationerne forventes at ligge inden for én spredning fra middelvardien.

e ca. 95% af observationerne forventes at ligge inden for to spredninger fra middelvardien (dvs. de er
normale).

e ca. (0,25% af observationerne forventes at ligge uden for tre spredninger fra middelvardien (dvs. de
er exceptionelle).

Nar en stokastisk variabel Z er normalfordelt med middelveerdi 1 og spredning o skriver vi: Z ~ N(u,o0).

Den mest simple af alle normalfordelinger kaldes standardnormalfordelingen, og er defineret ved at have
middelveerdi p =0 og spredning o =1, dvs. Z ~ N(0,1).

Standardnormalfordelingen har en sandsynlighedsfunktion med den ret komplicerede forskrift

L2

e ?

o(x)= J;Tr

Grafen for standardnormalfordelingens sandsynlighedsfunktion har tilsvarende den karakteristiske
klokkeform:

0.5

0.1

Verktejsprogrammerne har indbyggede kommandoer for sandsynlighedsfunktionen, typisk betegnes disse
NormPdyf.

Vi kan benytte normalfordelingen som tilnermelse til binomialfordelingen med samme middelvaerdi og
spredning, hvis vi har en central binomialfordeling, dvs. hvis 5 <pu<n—5.
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Sandsynlighedsfunktionen for den normalfordelte stokastiske variabel Z, der i disse tilfaelde tilnaermer den
tilsvarende binomialfordelte stokastiske variabel X, med middelvaerdi p og spredning o har forskriften

Eksempel 13

Opgave 20

A e

L

En binomialfordelt stokastiske variabel X har sandsynlighedsparameteren p = 0,4 og
antalsparameteren n =20, og dermed middelvaerdi:

[1=0,4-20=8

og spredning

o =1/20-0,4-(1—0,4) = 2,1909 .

Sandsynlighedsfunktionen for den normalfordelte stokastiske variabel Z, der tilnaermer
den binomialfordelte stokastiske variabel X har dermed forskriften

1 =8 Y
22,1909

1
(@) =—=—e
i N27-2,1909
Tilnzrmelsen kan benyttes, da middelvardien 4 =8 ligger mellem 5 og 20— 5=15.
Graferne for de to sandsynlighedsfunktioner er her tegnet i samme koordinatsystem:

0.24+

T

sandsynlighed
=
&

o
¥

0.08+

0.00 ///

T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
succes

a) Tegn et sgjlediagram for sandsynlighedsfunktionen for en binomialfordelt stokastisk
variabel X i dit matematiske verktgjsprogram for tre forskellige selvvalgte
binomialfordelinger b(n, p), idet du forst opstille tabeller for disse.

b) Tegn et sgjlediagram for sandsynlighedsfunktionen for en normalfordelt stokastisk
variabel Z i samme koordinatsystem, hvor middelverdien er ;1 =n- p og spredningen
er o =+/n-p-(1— p), dvs. middelvaerdien og spredningen for Z bestemmes ud fra de

samme verdier for n og p som ovenfor.

¢) Undersog, ved at veelge middelvaerdier under 5 og sterre end n — 5, hvorfor det
kraves, at middelvaerdien skal ligge mellem 5 og n—5 .
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Opgave 21 a) Vealg en vardi for n og p, s middelvaerdien p ligger mellem 5 og n—5.

b) Tegn i dit matematiske verktejsprogram en lodret linje / med ligningen
x=n-p—196-\n-p-(1—p) .

c) Tegn i dit matematiske vaerktejsprogram en lodret linje m med ligningen
x=n-p+19-n-p-(1—p).
Grafen for ¢ afgraenser sammen med linjerne /, m og fersteaksen en punktmaengde M.

d) Benyt dit matematiske vaerktejsprograms indbyggede grafiske kommando til at
bestemme arealet af M.

e) Hvilken veerdi har arealet af M?

f) Sammenlign din figur og veerdi af arealet med figuren fra tidligere, hvor du fokuserer
w+2-00g p—2-0.

|| . | | » (1)
p=3c p=2oc pu—vo M p+o pt+loc pu+io

Normalfordelingen vil ikke blive selvstaendigt behandlet yderligere i dette materiale.

Binomialtest

Binomialfordelinger anvendes til at udtage stikpraver med tilbagelaegning — eller stikpraver, der udtages af
meget store populationer, hvor det spiller en ubetydelig lille rolle, om der tilbagelaegges eller ej. Skal der
derimod udtages en stikprove uden tilbagelaegning, sé skal vi have fat pa en anden sandsynlighedsfordeling.
Denne kaldes den hypergeometriske fordeling. Vi vil ikke gé dybere ind i eksperimenter med og uden
tilbageleegning, men for interesserede behandles den hypergeometriske fordeling i appendix sidst i dette
materiale.

Indtil nu har vi udtaget stikprover fra en kendt mangde, og vi har ud fra forskellige sandsynlighedsmodeller
udtalt os om sammensatningen af stikpreven. I dette afsnit vil vi pa baggrund af konkrete stikpraver i stedet
for udtale os om den mangde, en konkret stikprave er udtaget fra.

Naér vi gor dette, sa formulerer vi pa forhédnd en formodning, som vi vil undersege. En sddan formodning
kaldes en nulhypotese, og den formuleres som oftest som et udsagn om, at den variation, vi observerer, er
udtryk for tilfzeldig variation i den givne situation. Det modsatte udsagn til en nulhypotese kaldes den
alternative hypotese. Den alternative hypotese udtrykker séledes, at den observerede variation er udtryk for
systematiske afvigelser fra det, man normalt ville observere i den givne situation.

Nér vi udferer et hypotesetest, antager vi, at nulhypotesen er sand, og vi udferer hypotesetestet med
udgangspunkt i denne antagelse. Hvis man i hypotesetestet nar frem til noget meget usandsynligt, dvs. hvis
vi far en meget lille sandsynlighed for, at det vi underseger indtrefter, s& konkluderer vi, at nulhypotesen mé
forkastes. Vi fastsetter selv graensen for, hvor lille en sandsynlighed vi vil acceptere, for vi siger, at resultatet
er s usaedvanligt, at vores nulhypotese ikke leengere er trovardig. Nar vi forkaster en nulhypotese, sé svarer
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det til, at vi i stedet for at tro pa nulhypotesen foretraekker at tro pa den alternative hypotese om systematisk
variation. En konklusion pa et statistisk hypotesetest rummer séledes altid et subjektivt element.

Det niveau, vi fastsetter som greensen mellem de resultater, vi accepterer under antagelse af, at nulhypotesen
er sand, og de resultater, vi finder sa usaedvanlige, at nulhypotesen ikke l&engere kan opretholdes, kaldes for
signifikansniveauet. Signifikansniveauet kan ikke begrundes matematisk. I praksis bruges ofte 5% som
signifikansniveau, men man kan mede problemer, fx i medicinske forsgg eller erhvervskontrakter, hvor dette
fastseettes til 1% eller 10%. Hvis vi fastsatter et hejt signifikansniveau, fx pa 10%, sa bliver det lettere at
forkaste nulhypotesen, og hvis vi omvendt fastsatter et lavt signifikansniveau, betyder det, at vi accepterer
lidt flere usedvanlige handelser, for vi forkaster nulhypotesen. Jo mindre signifikansniveauet er, jo svaerere
er det altsa at forkaste nulhypotesen om, at de observerede afvigelser alene beror pa uundgaelige tilfaldige
variationer.

Eksempel 14 Moeontkast

Jesper vil undersgge en ment, der skal bruges til lodtreekning. Han kaster derfor menten
fem gange og opdager, at den lander pd “krone” alle fem gange. Dette virker
misteenksomt, men kan han nu slutte, at menten er uaerlig?

For en @rlig ment vil vi forvente gennemsnitlig lige mange “’krone” og “’plat”, dvs.
sandsynligheden for at fa krone” er.

Jesper antager, at de 5 kast med menten kan modelleres med en binomialfordelt stokastisk
variabel X, som taller antallet af krone. Antalsparameteren # er sé 5.Vi bemarker, at den
observerede veerdi af X her ogsé er 5. Den observerede vardi i et hypotesetest kaldes ogsa
teststorrelsen.

Han opstiller nulhypotesen Hy og den alternative hypotese H;, idet sandsynligheden for
succes, dvs. sandsynligheden for at fa ’krone”, betegnes p:

Hy: Monten er cerlig, dvs. p = %

1
H: Monten er ucerlig, dvs. p = o

Signifikansniveauet fastsatter vi til 5%.

I dette hypotesetest forkastes nulhypotesen bade, hvis der kastes for mange og for
fa ”krone”. Denne type hypotesetest kaldes fo-sidet, fordi vi smider vaek fra begge sider i
diagrammet — begge haler.

De 5% skal derfor fordeles med 2,5% i hver side af fordelingen. De 95% midterste af
udfaldene kaldes acceptomrddet, mens de to haler, som udger sidste 5% af udfaldene
kaldes det kritiske omrade.

Binomialmodellen b5(5,) giver os folgende sandsynlighedsfordeling repraesenteret ved et
sojlediagram:

ol il

0 1 2 El 4 5 6 7
kast

Af sgjlediagrammet fremgar det, at sandsynligheden for at fa 5 ”krone” i 5 kast er storre
end 2,5%, og nulhypotesen kan derfor ikke forkastes i dette tilfaelde.
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Eksempel 15
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Sandsynligheden for at f& 5 ”krone” i 5 kast kan ogsa beregnes som:

5 |
P(X =5)= [5]-0,55 0,5 :%-0,55 -0,5°=0,5"=0,03125.

Det betyder, at samtlige udfald i eksperimentet ligger inden for acceptomradet. Vi kan
skrive acceptomradet som mangden, der indeholder tallene {0, 1,2,3, 4,5}. Dvs. uanset,

hvilket udfald vi far af de 5 kast, sa vil det ikke vare usaedvanligt.

Tosidet binomialtest
En binomialfordelt stokastisk variabel X har antalsparameteren #.

Der er formuleret en nulhypotese, som udtrykker en formodning om, at
sandsynlighedsparameteren p netop har en bestemt vaerdi:

Ho: p=p,

Acceptomradet betegnes {kv,...,kh } , hvor k, betegner det mindste acceptable udfald

(dvs. det forste acceptable udfald set fra venstre) og k, betegner det storste acceptable
udfald (dvs. det forste acceptable udfald set fra hojre). Vardierne k, og k, beregnes ud
fra et signifikansniveau pa 5%, sa der er 2,5% i hver side:

Vardien k, bestemmes som den mindste veerdi af X, sd
P(X <k,)>0,025.
Vardien k, bestemmes som den sterste vaerdi af X, sd P(X >k,) > 0,025.

Det underseoges om den observerede veerdi af X, ogsa kaldet teststorrelsen, ligger i
acceptomradet eller ej.

Hj accepteres, hvis teststorrelsen ligger i acceptomradet.

H forkastes, hvis teststerrelsen ligger udenfor acceptomradet.

Montkast (fortsat)

Hvis vi i eksemplet med mentkast i stedet vil undersege, om der i de 5 kast kommer for
mange af den ene slags udfald, sa formuleres nulhypotesen lidt anderledes, og
konklusionen kan blive en anden. Lad os antage, at vi har en mistanke om, at menten
giver for mange “’krone”.

Hertil opstiller vi nulhypotesen og den alternative hypotese som falger:

Hoy: Monten giver "krone” i hgjst halvdelen af tilfceldene, dvs. p < %

Hy: Monten giver "krone” i flere end halvdelen af tilfeeldene, dvs. p > %

Signifikansniveauet er stadig 5% og sandsynlighedsfordelingen er den samme som
ovenfor, dvs. b(n, p) =b(5,3). I dette tilfeelde er testet dog ensidet, da vi ikke forkaster

Hy, hvis der er for fa ’krone”, dvs. for mange ”’plat”. Det kritiske omrade ligger derfor
samlet i "hgjre” side af fordelingen.

Vi har stadig, at P(X =5)=0,03125, og da en udvidelse med 4 “krone” giver en
sandsynlighed langt over signifikansniveauet:



Definition 9

Opgave 22

Opgave 23

Opgave 24

P(X>4)=P(X=4)+P(X=5)=0,1563+0,03125=0,1875> 5%,

kan vi konkludere, at acceptomradet bestar af udfaldene 0, 1, 2, 3 og 4 “krone” i 5 kast.
Det kritiske omrade bestar saledes kun af det udfald, der giver 5 “krone” i 5 kast.

I undersogelsen landede menten, som blev kastet fem gange, hver gang pa “’krone”. Den
observerede vaerdi ligger altsé ikke i acceptomradet, og nulhypotesen forkastes derfor.
Konklusionen er, at vi foretreekker den alternative hypotese, nemlig at menten

giver “krone” i flere end halvdelen af tilfaeldene. Da det kritiske omrade ligger til "hgjre”,

nar de mulige udfald for X opskrives {0,1, 2,3, 4,5} , sa kaldes binomialtestet for
hajresidet.

Hagjresidet binomialtest
En binomialfordelt stokastisk variabel X er givet med antalsparameteren #.

Der er formuleret en nulhypotese, som udtrykker en formodning om, at
sandsynlighedsparameteren p er mindre end en bestemt vaerdi:

Ho: p < p,.
Acceptomradet betegnes {0,...,kh } , hvor k, betegner det storste acceptable udfald (dvs.
det forste acceptable udfald set fra hgjre).

Vardien k, beregnes ud fra et signifikansniveau pa 5% med de 5% liggende til hojre 1
fordelingen:

Veardien k, bestemmes som den sterste verdi af X, s P(X >k,)> 0,05.

Det afgeres om den observerede veerdi af X, dvs. teststorrelsen, ligger i acceptomradet
eller ej.

Hj accepteres, hvis teststorrelsen ligger i acceptomradet.

H, forkastes, hvis teststerrelsen ligger udenfor acceptomradet.
Formuler en definition for et venstresidet hypotesetest i binomialfordelingen.

Seren vil undersege en ment, der skal bruges til lodtrackning. Han kaster menten et antal
gange og far mistanke om, at den lander pa krone for sjeldent.

a) Opstil en nulhypotese for et venstresidet binomialtest.
Han kaster nu menten otte gange og observerer, at den lander pa “’krone” to gange.

b) Afger med et 5% signifikansniveau, om nulhypotesen kan forkastes eller e;j.

I et casino spilles der med en otte-sidet terning med et af tallene 1 til 8 p& hver af siderne.
Dvs. der 8 forskellige udfald ved et kast med denne terning, og hvert udfald indtraeffer

1
med sandsynligheden 5 En gast kaster terningen 10 gange og observerer, at der ikke

blev sldet en eneste otter.

a) Opstil en nulhypotese, og benyt et tosidet binomialtest med et 5% signifikansniveau

til undersege, om terningen er erlig.
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b) Opstil en nulhypotese, og benyt et ensidet binomialtest med et 5% signifikansniveau

. . 1
til undersege, om sandsynlighedsparameteren er sterre end rs

Opgave 25 Underseg, hvordan dit verktejsprogram udferer binomialtest

I definition 8 og 9 er nulhypotesen accepteret eller forkastet ved forst at bestemme acceptmangden og
dermed kritisk maengde, og derefter en afgere om teststarrelsen, dvs. den observerede verdi, ligger i
acceptmangden eller e;j.

I stedet for at se pa teststarrelsens vaerdi, kan vi afgere hypotesetest ud fra en p-veerdi. Bemaerk, at p-verdien
ikke mé forveksles med basissandsynligheden p. I et binomialtest angiver p-vardien sandsynligheden for at
fa et udfald, der er mindst lige sa skevt som det aktuelle, nar det antages, at nulhypotesen er sand. I
eksemplet ovenfor med det to-sidede test med menten fik vi en p-vaerdi pd 2-0,03125 = 6,25%. p-verdien

beregnes séledes ud fra teststerrelsen, som en kumuleret sandsynlighed, hvor vi udnytter vores viden om,
hvorvidt testet er en- eller tosidet.

For at afgere om nulhypotesen skal forkastes eller ej sammenholdes p-verdien med signifikansniveauet.
Falgende eksempel viser, hvor man afger et hypotesetest ud fra p-vardien.

Eksempel 16 Terningekast

En firesidet terning med et af tallene fra 1 til 4 pa hver side kastes 20 gange, og det
observeres, at antallet af toere er 3. Dvs. der er 4 forskellige udfald ved et kast med denne

1
terning, og hvert udfald indtreeffer med sandsynligheden e
Vi vil undersgge nulhypotesen, herunder den alternative hypotese:

Hy: Terningen giver toere en fjerdedel af gangene, dvs. p = % .

Hi: Terningen giver ikke toere en fjerdedel af gangene, dvs. p = % .

Det antages, at antallet af toere kan modelleres med en binomialfordelt stokastisk variabel
X, der teeller antallet af toere. Antalsparameteren n er 20.

Vi vil undersgge nulhypotesen med et to-sidet hypotesetest, hvor vi fastsatter
signifikansniveauet til 5%, dvs. 2,5% i hver side.

Den observerede vardi af X, dvs. teststarrelsen, er 3. Ud fra teststorrelsen beregner vi p-
vaerdien (sandsynligheden for at f& noget, der er mindst lige sa skavt som det
observerede) ved forst at bestemme den kumulerede sandsynlighed: P(X <3)=0,225.

Da testet er to-sidet bestemmes p-verdien som: 2-0,225 =45%.

Da p-vaerdien er (meget) storre end signifikansniveauet pa 5% kan vi ikke forkaste vores
nulhypotese, dvs. det tyder pa, at den firesidede terning giver toere i en fjerdedel af
gangene.

I stedet for at benytte vaerktojsprogrammernes indbyggede sandsynlighedsfordelinger, kan man ogsé benytte
vaerktagjsprogrammerne til at simulere nulhypoteserne.
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Eksempel 17

Blindsmagning

Et slikfirma ensker at undersege, om der er forskel pa smagen af gule og rede
vingummier. De foretager derfor en sakaldt triangeltest, hvor en reekke forsggspersoner
far forelagt tre vingummier, hvoraf to af dem er gule og den sidste er rad, eller omvendt. |
en smagning smager forsegspersonerne de tre vingummier uden at se farven pa dem og
veelger til sidst, hvilken af de tre der er forskellig fra de andre.

Vi lader den stokastiske variabel X telle antallet af forse@gspersoner, der vaelger ”den
rigtige”.

Vi har pa forhand en forventning om, at man ikke kan smage forskel, dvs. en tilfzldig
tredjedel af forseggspersonerne vil vaelge ’den rigtige” eller en af de "to forkerte”. Vi lader
derfor hypotesetestet veere ensidet, nemlig hgjresidet, svarende til, at hejst en tredjedel af
forsegspersonerne vil velge “den rigtige”.

Nulhypotesen er derfor, at hgjst en tredjedel af forsegspersonerne kan smage forskel i
hver af smagningerne, og den alternative hypotese er dermed, at mere end en tredjedel af
forsegsperosnerne kan smage forskel i hver af smagningerne. Lader vi p betegne
sandsynligheden for, at en forsegsperson kan smage forskel, er vores nulhypotese og
alternative hypotese:

Hy: p< ! Hi: p> !

0o p<—. I —.
P 3 P 3

Hvis vi lader 15 forsegspersoner foretage blindsmagningen, som beskrevet, sd vil vi
forvente, at hgjst 5 af dem kan smage forskel pa vingummierne.

I en konkret undersggelse velger 8 af forsegspersonerne”den rigtige” vingummi i
blindsmagningen, mens 7 ikke kan. Teststerrelsen, dvs. vores observerede verdi, er altsa
8.

For at undersege, om det er et udtryk for tilfzeldig variation, simulerer vi nu situationen i
stedet for at foretage teoretiske beregninger i binomialfordelingen.

Vi lader verkteojsprogrammet vaelge en af de tre vingummier pa tilfeeldig méde 15 gange
svarende til de 15 forsggspersoners valg i en blindsmagning. Vi far sé fx en stikprove,
hvor 9 testpersoner valgte en af de “’to forkerte”, og 6 valgte “den rigtige”, som vist i
sojlediagrammet herunder.

forkert rigtig
stikpreve

Vi lader nu verktejsprogrammet udtage en sddan stikpreve med 15 forsegspersoner rigtig
mange gange, og vi noterer hver gang, hvor mange af forsggspersonerne, der velger “den
rigtige” vingummi.

Efter simulering af 100 stikprever kunne fordelingen af det antal forsegspersoner, der
valgte ”den rigtige” vingummi, se sadan ud:
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U1 {9000000000000000000
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Opgave 26

28

Efter simulering af 1000 stikprever kunne fordelingen se sddan ud:

|‘ |||-
78

-1 0 1 2 4 9 o 1
malng

Det bemarkes, at fordelingen som forventet efterhanden kommer til at ligne
binomialfordelingen b(15,%) svarende til sandsynlighedsfordelingen for en stokastiske

: . 1
variabel X med antalsparameter » =15 og sandsynlighedsparameter p = 3

190 ud af 1000 simulerede stikprever fandt vi, at § eller flere af testpersonerne
valgte “den rigtige” vingummi. Det giver derfor en sandsynlighed pa 9% for at f4 en
stikprave, der er mindst lige s& skav som den observerede, nar det forudsettes, at
nulhypotesen er sand. De 9% kaldes ogsa for den eksperimentelle p-veerdi.

Med et signifikansniveau pé 5% kan vi derfor ikke forkaste nulhypotesen om, at man
hgjst kan smage forskel i en tredjedel af smagningerne. Eller sagt pa en anden méde: Der
er ikke belag for at pasta, at man kan smage forskel pa en gul og en rad vingummi.

Vi ser nu pa eksemplet ovenfor om blindsmagning af vingummi med en teoretisk fremfor
en eksperimentel vinkel, dvs. vi ser pd samme nulhypotese og binomialfordelingen
b(15,%) med en teststerrelse pa X =8.

a) Opstil en tabel over sandsynlighederne.

b) Tegn et sgjlediagram for sandsynlighedsfunktionen.

c) Beregn P(X =28).

d) Beregn p-verdien.

e) Bestem den kritiske meengde.

f) Bestem det mindste antal af forsegspersoner i stikpreven, der skal kunne smage
forskel, for at man kan forkaste nulhypotesen.



Opgave 27 Ved et valg fik et bestemt parti 30% af stemmerne. Nogen tid efter foretages en
meningsmaling for at undersege, om tilslutningen til partiet har cendret sig. Vi er altsé
interesserede i at finde ud af, om partiet er géet frem eller tilbage. I en stikprave pa 200
personer, der er repraesentativt udvalgt, skal de udvalgte svare pa, om de ville stemme pé
partiet, hvis der var valg i dag.

Vi lader den stokastiske variabel X telle antallet af de adspurgte, der vil stemme pa partiet
i dag.

Bemerk, at stikproven i praksis udtages uden tilbageleegning, da man i en meningsmaling
ikke vil bede den samme person svare flere gange, og populationen er i denne
sammenhang i gvrigt ogsa meget stor i forhold til stikpraven, sa der er i praksis ingen
forskel pa, om stikpreven foretages med eller uden tilbagelegning. I stikpreven var der
75 personer, der ville stemme pa partiet, hvis der var valg i dag.

a) Opstil en nulhypotese, nar det antages at testet er dobbeltsidet.

b) Undersgg, om man kan forkaste nulhypotesen med et 5% signifikansniveau.

Opgave 28 Et parti fik ved et valg en velgertilslutning pa 21%. En efterfelgende Gallup-
undersggelse baseret pa 1008 personer viste, at partiet havde en valgertilslutning pa 18%.

Vi lader den stokastiske variabel X telle antallet af de adspurgte, der stemmer pa partiet.

a) Formuler en nulhypotese, hvor udgangspunktet er, at partiets velgertilslutning er
uzendret.

b) Afger om testet af nulhypotesen skal vare tosidet eller ensidet.
c) Opbyg en simulering af nulhypotesen i et matematisk vaerktagjsprogram.
d) Bestem teststarrrelsen, dvs. den observerede veerdi.

e) Viser simuleringen den samme valgertilslutning, som Gallups underseggelse vist?
Eller er den storre?

f) Udfer nu 1000 simuleringer af nulhypotesen.

g) Bestem antallet af simuleringer, der viser den samme eller en sterre veerdi for
vaelgertilslutningen.

h) Bestem den eksperimentelle p-vardi, og sammenlign med signifikansniveauet.

Konfidensintervaller

Der offentliggares jeevnligt analyser, der viser, hvilke politiske partier der gér frem eller tilbage.
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Disse analyser laves oftest pé baggrund af telefoninterviews blandt et reprasentativt udsnit af den samlede
veelgergruppe. Hvis denne repraesentative stikprove blot er pa omkring 1000 valgere, s& kan man faktisk
komme ret taet pa en precis forudsigelse, selvom der er over 4 mio. vaelgere.

Det er dog klart, at der er en vis usikkerhed, nar man ved at sperge sé fé vil forudsige, hvordan resten af
billedet ser ud. Vi skal i dette afsnit se neermere pé, hvordan disse statistiske usikkerheder skal forstés, og
hvordan man beregner dem.

Eksempel 18

30

Meningsmalinger

Pé figuren nedenfor ses tallene fra en meningsmaling foretaget af Epinion d. 24.8.2016
(venstre kolonne). Ligeledes ses tallene fra folketingsvalget i 2015 (hgjre kolonne). For
eksempel kan vi se, at Venstre fik 19,5% ved valget, og at der i stikpreven kun er 17,3%,
der vil stemme pa dem. Er det nu et udtryk for, at Venstre er gaet tilbage, eller kan den
tilsyneladende nedgang forklares med den usikkerhed, der altid vil ligge i, at det ene tal
stammer fra et valg, hvor "alle" deltager, mens det andet stammer fra en stikprove, der
kan have en over- eller underreprasentation af de forskellige valgergrupper.

17,3

2 7.1
v
i 6

A soc.dem. DF Kl venstre  [ZlEnhedsl. [[lLib.Al. YAl BRrad.v. [EsF &l Kons.
Kilde: www.dr.dk

Mange analyseinstitutter noterer denne usikkerhed, nar resultaterne offentliggares. I
undersogelsen ovenfor er usikkerheden +2,5 procentpoint og med dette som
udgangspunkt, kan man i en vis forstand konkludere, at Venstre faktisk ikke er géet
tilbage siden valget, fordi 17,3 +2,5=19,8 >19,5. Ser vi pa Alternativet, sa star de til en
fremgang pa 2 procentpoint — hvad kan vi konkludere her? Og er usikkerheden den
samme, uanset om vi taler om store eller sma partier?

Ved valget spurgte man jo samtlige vaelgere, sa de procentandele, der star i sgjlerne til
hejre, er selvfolgelig de faktiske tal. Vi ved altsé, at der med sikkerhed var 19,5%, der
stemte pa Venstre ved folketingsvalget.

Nar der nu udsperges 1578 valgere, er det ikke rimeligt at pasta, at der er precis 17,3%,
der nu stemmer pa Venstre. Og vi kan derfor heller ikke konkludere, at Venstre er gaet
tilbage med 2,2 procentpoint siden folketingsvalget.

Var der valg pé det tidspunkt, hvor stikpreven blev indsamlet, ville dette have resulteret i
en bestemt vaelgertilslutning, som vi kalder den sande veerdi. Vi kender saledes ikke den
sande vaerdi, men vi gnsker at kunne udtale os om denne med en vis sikkerhed.

Forestiller vi os, at der var indsamlet tusindvis af stikprever i samme uge, sa ville det
resultere i tusindvis af forskellige veerdier (her procenttal), der ville ligge normalfordelt
omkring den sande veerdi. 95% af disse ville ligge inden for normalomrédet, jeevnfor
afsnittet om normalfordelingen (side 13).

Omkring hvert eneste af disse stikpreve-verdier kunne vi leegge et tilsvarende interval, og
for 95% af disse stikpraver ville det tilsvarende normalomrade indeholde den sande
veerdi. Et sddant interval omkring en stikprevevardi kaldes et konfidensinterval.



Definition 10 Konfidensinterval

Et 95% konfidensinterval for en estimeret parameter i en stikprave er et interval, der
opfylder, at den sande vaerdi for parameteren med 95% konfidens vil ligge i intervallet.

Vi siger, at konfidensintervallet indeholder den sande veerdi for parameteren med 95%
konfidens.

Definition 10 skal forstas sadan, at vi udtager en stikpreve, hvortil der beregnes et konfidensinterval for
parameteren. Hvis vi udtager en stikprove, uendeligt mange gange, og hver gang beregner et
konfidensinterval for parameteren, vil 95% af disse konfidensintervaller indeholde den sande verdi af
parameteren. Hvis vi eksempelvis i praksis gentager dette 100 gange, dvs. udtager 100 stikpraver og
beregner et konfidensinterval for parameteren i hver af stikpreverne, sé vil der kun vare 5 af de beregnede
konfidensintervaller, der ikke indeholder den sande veerdi. Fer stikpraven indsamles er der altsd 95%
sandsynlighed for, at man far beregnet et konfidensinterval, som faktisk indeholder parameterens sande
veerdi.

For at beskrive konfidensintervallet teoretisk lader vi den stokastiske variabel X teelle antallet af adspurgte i
stikpreven, der vil stemme pa et bestemt parti, og vi antager, at X er binomialfordelt med antalsparameter n
(der svarer til stikprevens sterrelse), og sandsynlighedsparameter p (der svarer til partiets vaelgertilslutning
blandt hele populationen). Stikpreven udtages i praksis uden tilbageleegning, da man ikke vil ringe til den
samme person to gange. Da populationen er meget stor i forhold til stikpreven, ger det i gvrigt heller ingen
forskel, om stikpreven foretages med eller uden tilbageleegning.

Vi kender stikprgvens starrelse, n, mens p, som er sandsynligheden for, at en person vil stemme pé et
bestemt parti, er ukendt. Vi estimerer derfor sandsynligheden p for, at en person vil stemme pé et bestemt

. . . . X . . .
parti ud fra stikpreven, sddan at p =— hvor X er det antal af personer i stikpreven, der vil stemme pa et
n

bestemt parti. Hvis stikpreven er reprasentativt udvalgt, vil dette vare et godt estimat. De variationer i
veelgertilslutning, der vil vaere i forskellige stikprever, vil heenge sammen med spredningen i
binomialfordelingen. Spredningen pa antallet af veelgere, der stemmer pa et bestemt parti,

o=+/n-p-(1— p), athaenger af stikprovens storrelse og storrelsen af partiets velgertilslutning, og dermed
ikke af populationens sterrelse. Man kan derfor f samme nejagtighed i meningsmalinger i meget storre
lande uden af oge storrelsen pa stikpreven.

Vi ved fra normalfordelingen (jf. opgave 21), at 95% af observationerne ligger inden for intervallet
1w—196-0 <x <1 +1,96-0. Dette interval benyttes ofte i samfundsfag, men vi veelger her at bestemme

konfidensintervallet med udgangspunkt i binomialfordelingen, hvor de normale vardier for den stokastiske
variabel X svarer til ca. 95% af observationerne. De normale vardier er som tidligere navnt defineret til at
ligge i intervallet p—2-0c <x<pu-+2-0.

Dette betyder altsa, at for ca. 95% af alle stikpraver, vil intervallet

n-p=2\n-p-(l—=p)<x<n-p+2-\n-p-(1-p)

indeholde den sande veerdi for antallet af personer i stikproven, der vil stemme pa et bestemt parti.

Kigger vi i stedet pa procentandele, skal vi dividere med stikprevens sterrelse. Den sande procentandel af
veelgere, der stemmer pé et bestemt parti, vil derfor for ca. 95% af alle stikprever ligge i intervallet:

2-yn-p-(1-p)
n

. 2yn-p-(1—p)
p_

<X<p+
n n

Vi omskriver udtrykket ved at omskrive n = \/n_2 og udnytte, at ﬁ = \/% :

N

2-yn-p-(1—p)

N N X
po 2P p)<§§p+

=S
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2. 1P <1*p)<1 5. [np-(=p) (H,)
n
s o [pU=P) _ 5. /ﬁ-(l—ﬁ)
n - n

Konfidensintervallet for andelen i sddanne meningsmalinger kan altsé beregnes ved:

. p-(1—p) . p-(1—p

2. [P-( p);p+2_ /p (=p)|
n n

Dette giver os folgende setning:

S | =
IN
>

Seaetning 6 Statistisk usikkerhed i stikprover

Nér der udtages en stikprove, sa bestemmes stikpreveresultatets 95% konfidensinterval
ved folgende formel.

5. /p-(l—p);f”z' /p-(l—p) ,
n n

hvor p er den estimerede sandsynlighedsparameter, og # er antalsparameteren.

Sterrelsen 2- M kaldes den statistiske usikkerhed eller blot usikkerhed 1
\ n

stikprover.

Eksempel 19 Meningsmalinger (fortsat)

I vores eksempel 18 fra for, hvor p = 0,173 og n=1578 , er 95% konfidensintervallet pa
partiet Venstres veelgertilslutning altsa:

2-\/0,173-(1—0,173)_0173+2-\/0,173-(1—0,173) B
J1578 o J1578

[0,173—-0,019;0,173 4-0,019] =[0,154;0,192].

0,173 —

Venstres velgertilslutning ligger altsa med 95% konfidens i intervallet fra 15,4% til
19,2%, dvs. der er 95% sandsynlighed for, at dette interval rummer den sande vardi for
Venstres velgertilslutning pa det pageldende tidspunkt.

Og omvendt ma vi altsé konkludere, at hvis vi skal tro pa, at Venstres valgertilslutning
har eendret sig, sa kreever det, at den velgertilslutning, vi sa ved valget, ligge uden for
konfidensintervallet, dvs. den skal veere mindre end 15,4% eller storre end 19,2%.

Ved folketingsvalget fik Venstre 19,5% af stemmerne, altsd en vaerdi, der netop ligger
uden for konfidensintervallet, sa den pageldende analyse fra Epinion forteller os altsa, at
Venstre er géet tilbage.

I meningsmalinger angives ofte en usikkerhed, som i tilfeldet for Venstres valgerandel altsé er +1,9
procentpoint jevnfer beregningen i eksemplet ovenfor.

Opgave 29 Underseg, hvordan dit veerktejsprogram beregner konfidensintervaller.
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Opgave 30

Bestem usikkerheden pa partiet Alternativets valgertilslutning ud fra eksempel 18, og
afger om de er géet frem siden valget.

I folgende opgave simulerer vi et eksperiment, hvor der udtages 100 stikprever. For hver stikprave udregner
vi konfidensintervallet, og teeller hvor mange af disse, der indeholder den sande andel.

Opgave 31

a) Opret en binomialfordelt stokastisk variabel X i et regneark ved hjalp af en
tilfeeldighedsgenerator. Vi setter n =1 og velger p = 0,21 . En saddan stokastisk

variabel kaldes Bernoulli-fordelt, fordi antalsparameteren er 1.
b) Opret en stikprave pa 200 vaerdier af den stokastiske variabel X i regnearket.
¢) Bestem middelverdien og spredningen for de 200 verdier.

d) Bestem konfidensintervallet for den sande verdi af p ud fra middelvaerdi og
spredning.

e) Afger om verdien 0,21 ligger 1 konfidensintervallet.

f) Tegn konfidensintervallet som et linjestykke i dit vaerktejsprogram.
g) Gennemfor trinene a) - f) 100 gange.

h) Bestem andelen af konfidensintervaller, der indeholder vaerdien 0,21.

1) Hvad kan du konkludere?

Bemark, at hvis vi ensker at gennemfore en undersggelse, hvor usikkerheden skal begranses til en bestemt
veerdi, sé kan vi ud fra setning 6 bestemme den stikprevesterrelse, det vil kreeve. I praksis er der naturligvis

mange faktorer og overvejelser, der spiller ind pa design af en given undersogelse, fx at undersogelser med

store stikprever normalt er forbundet med starre omkostninger.

Opgave 32

Opgave 33

Se igen pa analysen fra Epinion i eksempel 18.
a) Tegn grafen for +u som funktion af p i et passende interval.
b) Ved hvilken vaelgertilslutning er usikkerheden sterst?

c) For hvilket parti er usikkerheden storst?

d) Hvor stor skulle stikpreven mindst have varet, hvis usikkerheden for Venstre skulle
vere pa hejst 2,2% (og man dermed ikke kunne konkludere en tilbagegang med et

95% konfidensinterval)?

12011 viste en stor undersggelse, at 64% af voksne danskere regelmaessigt dyrkede
motion.

12016 udtog man en stikpreve pa 400 voksne danskere og spurgte dem, om de

regelmaessigt dyrkede motion. I stikpraven var der 284, der regelmassigt dyrkede motion.

Vi antager i det folgende, at den sande verdi af andelen af alle voksne danskere, der i
2011 regelmessigt dyrkede motion, var 64%.

a) Bestem ud fra stikpraven i 2016 et 95% konfidensinterval for andelen af voksne
danskere, der regelmeessigt dyrker motion.

b) Afger, om andelen af voksne danskere, der regelmassigt dyrker motion, har eendret

sig.
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Opgave 34 a) Bestem for p = 0,60 den statistiske usikkerhed ved felgende veardier af n:

n 1100 | 200 | 400 | 800

u

b) Beskriv &ndringen i u, nar n vokser.

Opgave 35 Vis ud fra formlen i satning 6, at man skal firedoble stikprevesterrelsen, hvis man skal
halvere usikkerheden.
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Appendix

1. Hypergeometrisk fordeling
En population pa n elementer bestér af netop to typer elementer: succes og fiasko.

Vi udtager heraf en stikpreve pa k elementer af populationen. Lad os antage, at der er a succeser i
populationen. Antallet af fiaskoer er dermed n—a.

Vi siger, at den stokastiske variabel X der teller antallet af succeser i stikpreven er hypergeometrisk fordelt,
og vi skriver X ~ h(k,a,n) .

Saetning 7 Den hypergeometriske sandsynlighedsfunktion

k—
P(X =x)=\" "X
n
Her betegner n det samlede antal elementer, a betegner antal succeser, og k betegner det
antal elementer, der skal udtages blandt de » elementer.

0<x<a og 0<x<k.

Bemerk, at sandsynlighedsfunktionen ogsa kan skrives som

K(a,x)-K(n—a,k—x)

P(X =x)= K(nh)

For den hypergeometriske fordeling geelder folgende setninger om middelverdi, varians og spredning.
Satningerne bevises ikke her.

Satning 8 Middelveerdi for den hypergeometriske fordeling

k-a

E(X)=—
n
Seetning 9 Varians og spredning for den hypergeometriske fordeling

k-a-(n—k)-(n—a

vy ka=h--a
(n—1)-n
k-a-(n—k)-(n—a

o(X) =V X) = J o

Eksempel 20 I det tidligere omtalte tyske Lotto er der 49 kugler, og kuglerne er nummereret med
tallene 1,2,...,49 . En treekning af de seks kugler foregar netop ved, at kuglerne ikke
leegges tilbage, nér de forst er udtrukket, dvs. vi kan beskrive situationen ved en
hypergeometrisk model.

Vi opstiller nu en hypergeometrisk model for den stokastiske variabel X, der teller
antallet af rigtige gaet set i forhold til de seks udtrukne kugler. I den hypergeometriske
model er n =49, k=6 og a = 6. Sandsynlighederne for den stokastiske variabel
beregnes ved:
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_ K(6,) K(49—6,6—x)

i’ K(49,6)
x 0 12345 6
P =y | KEO-K(@-6,6-0) K(6,6)-K(49—6,6—6)
K (49,6) K(49,6)

Opgave 36 Udfyld de resterende felter i sandsynlighedstabellen for den hypergeometriske fordeling
h(6,6,49) fra eksemplet ovenfor.

Det er ikke alle verktejsprogrammer, der har den hypergeometriske fordeling indbygget. Hvis dit
vaerktajsprogram ikke har det, s kan det vaere en fordel at definere sandsynlighedsfunktionen i dit
vaerkstejsprogram, sé den ikke skal indtastes mange gange. Sandsynligheder for stokastiske variable
beregnes herefter blot ved at indsatte den pageldende verdi for den stokastiske variabel.

Nér kumulerede sandsynligheder for den stokastiske variabel skal beregnes, kan man bruge sumtegn, s& man
slipper for at indtaste mange led:

P(x,)+ P(x,,)+ ...+ P(x; )+ P(x;,) = iP(xk).

Opgave 37 Ved en tombola med i alt 1000 lodder er der gevinst pa halvdelen af lodderne. En person
keber 10 lodder.

a) Opstil en hypergeometrisk model for antallet af gevinster blandt personens 10 lodder.
b) Bestem middelverdi og spredning, og fortolk disse tal.
¢) Bestem sandsynligheden for ikke at opna gevinst.

d) Bestem sandsynligheden for at opna mindst 8 gevinster.

Vi ser nu nzermere pa forskellen mellem binomialfordelingen og den hypergeometriske fordeling. Som for
navnt, sd benyttes den hypergeometriske fordeling, nar en stikpreve udtreekkes uden tilbageleegning, mens
binomialfordelingen benyttes nér en stikprove udtrekkes med tilbageleegning. For at illustrere dette, ser vi i
den folgende opgave igen pa det tyske Lotto, hvor der traekkes seks kugler blandt 49, men hvor vi nu i stedet
lader treekningen foregé med tilbagelaegning.

Opgave 38 Lad den stokastiske variabel X telle antallet af rigtige geet i forhold til seks udtrukne
kugler i det tyske Lotto, hvor traekningen af seks kugler blandt 49 kugler foregar med

tilbagelaegning. Vi antager nu, at X er binomialfordelt med n =6 og p= i

49
a) Udfyld sandsynlighedstabellen:
X 0 1 2 3 4 5 6
P(X =x)

b) Sammenlign dine svar med sandsynlighedstabellen fra eksempel 8.

¢) Hyvilken af modellerne giver sterst sandsynlighed for at opna 6 rigtige kugler?
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I situationer, hvor en stikpreve udtraekkes fra en meget stor population giver binomialfordelingen og den
hypergeometriske fordeling stort set samme sandsynlighedsfordeling. Det skyldes, at sandsynligheden for at
treekke en ”succes” stort set ikke endres af, om de forrige traek er lagt tilbage eller ej. Dette gor sig bl.a.
geldende i meningsmalinger, hvor der typisk treekkes en stikprave i sterrelsesorden 1000-2000 personer
blandt en alle stemmeberettigede, som er ca. 4 mio. I disse situationer benyttes ofte binomialfordelingen,
selvom stikpraven udtraekkes uden tilbagelaegning (analyseinstitutter ringer ikke til de samme personer flere

gange).

2. Bevis for middelverdi om binomialfordeling

n n
For at bevise satning 3 tager vi udgangspunkt i binomialformlen: (p+ ¢)" = Z[k] ptgt .

k=0

Sumtegnet Z betyder at vi forst setter £ = 0. Herefter settes k =1, sd k =2 osv. og til sidst & = n.
k=0
Alle disse n+1 led legges sammen. Herved far vi:

n
]qun+[ J_pl.qnl_'_[

0

n

1

n

2

0

(p+q)”—[ ]-pz-q”2+'-'+[ﬂ-p"-q

Opgave 39 Bevis s@tning 3 ved at lose nedenstdende opgaver.

Beviset tager som navnt udgangspunkt 1 binomialformlen, som vi i det folgende opfatter
som en funktion af p.

a) Vis, at man ved at differentiere venstre side af binomialformlen med hensyn til p far
n-(p+q)".
b) Vis, at man ved at differentiere hgjre side af binomialformlen med hensyn til p far
" (n
‘k'pk_l .qn—k .

¢) Set de to udtryk for differentialkvotienten lig hinanden, og gang ligningen igennem
med p. Vis, at man hermed far nedenstaende.

“n " |n
n-p-(p+q)"" —Z[k k-ptoq"t —Z[k]-k-pk-q”k-
k=1 k=0

Bemark, at der i sidste lighedstegn skiftes fra at summere fra £ =0 til k£ = 1. Hvorfor
kan dette ekstra led uden videre tilfajes her?

d) Ovenstédende formel gzlder for alle p, g og n, og den gaelder derfor ogsé i det tilfelde,
hvor g =1— p (dvs. ndr p+q=1). Indszt dette i formlen og reducér til:

n-p—i:[Z]'k-Pk-(l—p)”~

€) Skriv nu hejre side ud. Da p, = P(X =k) =

n k 1_ n—k k 1 o
i -p"-(1— p)"", kan ligningen

skrivessom n-p=0-p,+1-p,+2-p,+...4+n-p,.

f) Sammenlign hejre side med definitionen af middelverdien (definition 3), og
feerdigger beviset.

37




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


