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Til laereren

Formalet med materialet er at lade eleverne selv arbejde sig frem til de forskellige resultater i
vektorregningen. Det sker gennem arbejdsark, som udskrives og udfyldes i handen. Idéen er at tage
udgangspunkt i spgrgsmalet “kan man regne med andet end tal?”. Vi fokuserer naturligvis pa, hvordan man
kan regne med pile. Alle de forskellige regneoperationer introduceres som ting, man kan ggre med pile. Altsa
uden koordinater - bare pile pa et stykke papir. Formalet med denne tilgang er at hele tiden drage paralleller
til de tilsvarende operationer for tallene og dermed styrke elevernes forstaelse af tallenes struktur.
Koordinatberegninger introduceres fgrst efter at have indset, hvordan man kan regne med pile.

Aktiviteterne lader eleverne eksperimentere og rasonnere sig frem til resultaterne i vektorregningen. Det er
i begyndelsen (del 1) overraskende let, og man kommer ganske langt med papir, blyant og simple
raesonnementer. Senere (del 2) giver det sommetider omveje og mere besveaerlige omskrivninger end hgjst
ngdvendigt, men det giver til gengaeld en indsigt i matematik som en kreativ og skabende videnskab.

Arbejdsarkene er skrevet, sa de kan bruges enkeltvis. Man kan derfor som leerer vaelge at bruge dem til alt fra
en enkelt regneoperation til hele forlgbet om vektorregning.

Sidst i samlingen er der en lille samling arbejdsark, der fokuserer pa anvendelser af vektorregning. Og pa den
sidste side er en tabel, hvor eleverne kan samle hovedpointerne fra hver regneoperation, efterhanden som
de kommer igennem de tilhgrende afsnit.

Materialet kan fx benyttes pa felgende made.

- Grundforlgbet: Brug afsnit 1.A og evt. ogsa afsnit 1.B. Resten bruges, nar studieretnings-klasserne er
dannet.

- Mat B: Materialet bruges i den reekkefglge det foreligger her: Fgrst det lette som pile og sa som talpar.
Sa det sveere som pile og derefter som talpar. De svaere arbejdsark bruges til at differentiere.

- Mat A: Fgrst alt som pile og derefter alt med koordinater. Her er prikproduktet som pile tricky, men
yderst lzererigt. Rekkefplge: 1.A, 2.A, 1.B, 2.B.
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Matematiske objekter

Matematik kan groft sagt siges at veere beskrivelse og undersggelse af abstrakte™ objekter og strukturer.

Den beskrivelse ligger langt fra den opfattelse de fleste har af faget fra grundskolen; fra grundskolen taenker
de fleste nok pa matematik som et fag, der primaert beskaeftiger sig med tal og geometriske objekter. Men
faktisk er tal og geometriske objekter begge eksempler pa abstrakte objekter. At man ikke umiddelbart taenker
pa tal som ”abstrakte objekter”, skyldes nok at man har beskaeftiget sig med dem naesten hele sit liv.

Fra barnsben har man erfaring med at tzlle og bruge tal, og hele vejen gennem grundskolen bliver man
fortrolig med tallene, deres egenskaber og en lang raekke af deres anvendelser. Maden, hvorpa man laerer om
tal og regning, tager ofte udgangspunkt i fysiske genstande som abler, paerer og pizzastykker og derfor
opfatter man ikke tal som abstrakte. Men tal er abstrakte objekter i den forstand, at man f.eks. ikke kan se
"to” eller "syv”, men kun kan se to traeer, et to-tal, syv svaner og de fleste ved at ugen er inddelt i syv dage.
Med andre ord sa findes tallene som abstrakte begreber i vores bevidsthed/fantasi. En fordel ved, at tallene
er abstrakte, er, at de kan anvendes i mange, vidt forskellige sammenhange og lgse problemer til gavn for
mange.

Tal og geometriske objekter er meget forskelligartede objekter, fx laerer man om tal og en lang raekke af
regnearter og regneregler der knytter sig til tallene. De geometriske objekter udstyres ikke med tilsvarende
regneregler. | dette kompendium skal vi arbejde med objekter, der pd en made er i begge verdener:
Geometriske objekter der kan tegnes, men som man ogsa kan regne med, og derfor opfylder forskellige
regneregler, der minder meget om tallenes. Disse objekter kalder man vektorer.

Ligesom tallene kan bruges til mange vidt forskellige ting, viser det sig, at det at kunne regne med vektorer er
nyttigt indenfor alt fra billedkunst over naturvidenskab til samfundsfag. Men anvendelserne vil i dette forlgb
komme i anden raekke. Vores primare mal er at bruge pilene til at blive klogere pa tallene og deres struktur.
Denne struktur er nemlig central for at forsta hele matematikkens vaesen.

* Med abstrakte objekter menes objekter, der udelukkende hgrer til i menneskets bevidsthed.



Hvad er en vektor?

En vektor er en abstrakt pil. Vores mal er altsa at finde pad metoder til at regne med pile. For at kunne komme
i gang med det, skal vi blive enige om, hvad vi mener med en pil. Vi skal arbejde med essensen af, hvad pile
er. Vi vil altsa ikke interessere os for, hvilken farve en pil har, om den er tegnet pa et stykke papir eller en
computerskeerm, eller om den har den ene eller anden pilespids. Vigtigst af alt vil vi ikke interessere os for,
hvor den starter. Essensen af en pil er altsd dens laengde og retning.

En vektor bestar kun af en retning og en laengde, sa... Notation (skrivemdde)
... en vektorens placering betyder ikke noget. Vektorer skrives med pil over deres navn for at
To vektorer med samme retning og leengde adskille dem fra tallene:
betragtes som den samme (eller som to -
repraesentationer af den samme vektor). a
... en vektor har ingen tykkelse. P4 samme
made som en linje heller ingen tykkelse har. Man angiver en vektors lengde med symbolet |d|.

Vektorer har altsa ligesom fx linjer og cirkler ingen tykkelse, og er derfor umulige at tegne! Heldigvis er vores
hjerne fantastisk til at arbejde med abstraktioner ud fra konkrete repraesentationer. Vi kan fx godt arbejde
med en linjes ligning ud fra en blyantsstreg i et koordinatsystem, selvom stregen hverken er uendeligt tynd
eller lang, som den rigtige linje. Vi vil derfor omtale tegnede pile som vektorer og bare i vores hjerne fastholde,
at vi kun er interesserede i deres leengde og retning.

Felgende pile repraesenterer altsa alle samme vektor:

/ a
a

a
Opgave: Tegn (repraesentanter for) fglgende vektorer:
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1.a: Vektorer som pile

At laegge vektorer sammen

Vores fgrste mal er at finde pa en metode til at leegge vektorer/pile sammen. Men hvad vil det overhovedet
sige at "laegge noget sammen"? Hvis vi taenker pa tallene, bruger vi det i betydningen "tag to tal og kombinér
dem til et nyt tal". Lad os prgve at se pa et par forskellige mader at ggre det samme for vektorer:

Metode 1 Metode 2 Metode 3
Tegn en ny vektor, som peger i | Tegn en ny vektor, hvis leengde er | Tegn den anden vektor i for-
samme retning som den fgrste | gennemsnittet af de to leengder | lengelse af den fgrste. Tegn en ny
vektor og hvis leengde er summen | og hvis retning er midt mellem de | vektor fra starten af den fgrste til
af de to vektorers laengder. to vektorers retninger. spidsen af den anden.

a+b a+b a+b
a a a
b b b
———t —— ———t

Vi vil nu undersgge, om vores metoder til at leegge pile sammen har noget til feelles med maden, hvorpa vi
leegger tal sammen. Vi tager udgangspunkt i fglgende regnestykke:

13 + 24

Skriv her, hvordan du taenker, nar du skal regne resultatet ud:

De fleste metoder tager udgangspunkt i, at man laegger tierne og etterne sammen hver for sig.
Men hvorfor ma man det?

eller
eller

(10 + 3) + (20 + 4).
(10 +20) + (3 +4)?

"en tier og tre ettere" plus "to tiere og fire ettere"
"en tier plus to tiere" og "tre ettere plus fire ettere"

Der star
Hvordan bliver det til




For tallene er det altsa lige meget, om man laegger tal sasmmen i den ene eller anden raekkefglge. Dette system
kalder man den kommutative lov:

Den kommutative lov
Den kommutative lov siger at raekkefglgen af de ting, der regnes p3, er ligegyldig.

For addition: at+b=b+a

Undersgg med taleksempler om multiplikation, subtraktion og division opfylder den kommutative lov:

6:-3= 6—3= 9 =
3
3:6= 3—-6= E =
6
Den geelder altsa hverken for eller , men for

Mon den kommutative lov gelder for vores metoder at lsegge vektorer sammen? Prgv at tegne b+d og
sammenlign med dine resultater pa sidste side:

Metode 1 Metode 2 Metode 3
b+d b+d b+d
a a a
b b b
——y ——l—s ——y
Er raekkefglgen vigtig? Er raekkefglgen vigtig? Er raekkefglgen vigtig?

Vores mader at laegge vektorer sammen pa virker kun pa to vektorer ad gangen, sa hvis vi skal leegge tre
vektorer sammen, ma vi ggre det ad to omgange: Enten laegger vi den tredje til summen af de to fgrste, eller

ogsa laegger vi den fgrste til summen af de to andre. Med symboler:

Hvis det var tre tal, vi lagde sammen, ville reekkefglgen vaere ligegyldig. Det system kaldes den associative lov:

(G+b)+cellerd + (b + )

Den associative lov

For addition:

Den associative lov siger at raekkefglgen, man regner i, er ligegyldig.

a+(b+c)=(@+b)+c




Det er den associative lovs skyld, at vi ikke behgver skrive parenteser, nar vi legger flere end to tal sammen:

Det kan ikke misforstas, fordi raekkefglgen laeseren vaelger at laegge sammen er ligegyldig. Regnestykket

24+3+4+5+6

giver det samme, uanset hvilken reekkefglge man vaelger at laegge tallene sammen to og to.

Undersgg med fglgende taleksempler, om multiplikation, subtraktion og division opfylder den associative lov.

2-(3-4) = 4—-3-2)= 6/(4/2) =
(2-3)-4= 4-3)-2= (6/4)/2 =
Den geelder altsa ikke for eller , men for

Opfylder vores tre metoder til at laegge vektorer sammen mon den associative lov? Prgv at bruge vores tre

metoder pa fglgende vektorer:

(d+ B) + ¢ med metode 1

Er reekkefglgen vigtig?

Er raekkefglgen vigtig?

Er raekkefglgen vigtig?




Vi har nu set, at kun én af de tre metoder har fglgende egenskaber tilfeelles med vores kendte + fra tallene:

Hvilken metode har dem begge?

Vi vaelger derfor den metode til at leegge vektorer ssmmen.

Tegn summen a + bide felgende tilfaelde. Pilen skal tegnes med udgangspunkt i det markerede punkt.

Grubleren
1. Ersumvektoren altid lzengere end hver af de to vektorer, man lsegger sammen?

2. Kan du komme pa andre mader at leegge vektorer sammen, som opfylder bade den
kommutative og den associative lov?

3. Viharkun set, at de to egenskaber holder for et par udvalgte vektorer. Kan du give et argument
for, at den kommutative og associative lov holder for alle vektorer for den tredje metode?




Modsatte vektorer

Vi har nu leert, hvad vektorer er, og hvordan man lsegger dem sammen. Pracis ligesom du i de sma klasser
startede med at laere om taelletallene (0, 1, 2, ...) og hvordan man laegger dem sammen. Det naeste skridt var
at laere om negative tal og hvordan man trakker tal fra hinanden. Vi skal nu se, om vi kan finde pa en
vektorudgave af det. Vi starter med en udgave af de negative tal.

De fleste taenker pa de negative tal som alle tal, der er mindre end 0. Hvis vi skal bruge den tankegang i vores
vektorverden, har vi to problemer:

1. Hvad er”0” for vektorer?
2. Hvad betyder “mindre end” for vektorer?

Det fgrste problem kan vi hurtigt Igse: O er det eneste tal, som nar man laegger det til ethvert tal, sa sendrer
det ikke pa tallet. Hvilken vektor har den egenskab? (Altsa at den ikke sendrer pa nogen vektorer, nar den
legges til?)

Denne vektor kalder vi nulvektoren eller 0, og nar vi tegner den, er den bare en prik.

| forhold til at tale om "mindre end” kunne vi veelge at sammenligne vektorernes laengder. Men sa er der ingen
vektorer, der er mindre end nulvektoren, fordi laengden af en vektor ikke kan vaere negativ. Sd ingen ”negative
vektorer”. Desuden far vi en masse vektorer, som vi ikke kan sammenligne: Hvis to vektorer har samme
leengde, er de ens ifglge denne metode.

Faktisk viser det sig, at det er umuligt at sortere alle vektorer, sa man altid kan sige, hvilken af to vektorer, der
er "stgrst”. Sa hvis vi gnsker os en parallel til de negative tal, ma vi finde en made at beskrive negative tal p3,
som ikke bruger "mindre end”. Hvis vi ser pa, hvad vi har til radighed i vores vektorverden, sa har vi indtil

videre kun + og 6, som jo svarer til + og 0 for tallene.

Kan du forklare, hvad -3 er kun ved brug af 3, + og 0?

Vikan bruge denne forstaelse af de negative tal som de “modsatte” af de positive tal til at indfgre vores parallel
til negative tal, nemlig modsatte vektorer:

Definition: Den modsatte vektor
Den modsatte vektor, —da, til en vektor @, er den vektor som opfylder, at n&r man laegger den til @ far

man nulvektoren dvs. @ + (—d) = 0




Bemaerk, at der ikke er en sezerlig gruppe af modsatte vektorer, i modsatning til de negative tal, som er en
seerlig gruppe af tal. En vektor er ikke modsat i sig selv, den kan vaere den modsatte af en anden vektor. Pa
den made kan man sige, at en bedre parallel til det, vi har indfgrt, er "fortegnsminus” eller ”skift fortegn”:
Man kan tage enhver vektor og bestemme dens modsatte, ligesom man kan tage ethvert tal og skifte fortegn
pa det.

Lad os se pa, hvordan vi finder en vektors modsatte vektor:

Tegn i hvert tilfeelde den modsatte vektor, —a:

Cay

.

Formulér med dine egne ord, hvordan man finder en vektors modsatte vektor:

Hvad f&r man, hvis man bestemmer den modsatte vektor til den modsatte vektor? Altsa hvad giver —(—a)?

Nu vil vi se p& den modsatte af en sumvektor —(d + I;) pa to mader:

Tegn vektorerne @ + b, _(5 + 1_5)' —d og —b. | Udfyld det manglende i beregningen og skriv hvilken regel,
der bruges i hvert skridt.

.I—)):

Udregning Regneregel
d+b+(—d+—b)
i+b+ +
i+ +b+
0+0=0

LRl
N i -
lw I~ I

Teenk over, hvorfor ovenstaende viser, at sumvektorens modsatte er summen af de modsatte:

—(@+b)=-d+-b

Bemaerk ligheden med reglen for ophaevning af minusparenteser fra grundskolen.

Grubleren

1. Vi har ovenfor talt om nulvektoren, men hvorfor er der kun en?
Det er klart, at enhver nulvektor ma have laengde 0. Hvorfor?
Men hvad med dens retning? Giver to forskellige retninger ikke to forskellige vektorer ifglge
vores definition? Lad os gd ud fra, at vi har to nulvektorer. Altsa vektorer 6, og d,, der opfylder,
atd + 0; = d og d + 6, = d for alle vektorer d. Argumenter for, at de ma veere den samme
vektor ved at se pé 0; + 0.

2. Kan du give et tilsvarende argument for, at enhver vektor kun har én modsat vektor?




At traekke vektorer fra hinanden

Vi skal nu finde ud af, hvordan vi kan traekke vektorer fra hinanden. Igen vil vi lade os inspirere af, hvordan vi
gor for tal. Vi har to forskellige veje at vaelge i mellem:

1. Vitaenker pa minusstykker som plusstykker, hvor vi laegger det modsatte til.

2. Viteenker pa minusstykker som Igsninger til ligninger med plus.

Prgv at formulere regnestykket 37 — 13, sa det passer ind i de to teenkemader ovenfor.

1. 37-13 = +

2. 37 — 13 er det tal, som hvis man laegger til, sa far man

Brug ovenstaende opgave til at feerdiggere fglgende regneregler, der lader os oversaette minusstykker til
plusstykker:

1. a—-b= +

2. a— berlgsningen til ligningen x + =

| sidste afsnit fik vi os en vektorudgave af at skifte fortegn pa tal, og i afsnittet fgr det, fandt vi ud af, hvordan
vi skal laegge vektorer sammen. Vi kan derfor bruge de to ovenstdende metoder til at finde os en metode til
at traekke vektorer fra hinanden.

Brug de to metoder til at bestemme a — b for fglgende vektorer:

Metode 1 Metode 2
Leeg —b til. Find den vektor, som, nar den laegges til B, giver d.

Giver de to metoder den samme vektor?



Tegn differensvektoren a — bide felgende tilfeelde:

Vores anden metode er lidt besveerlig at arbejde med, fordi man skal taenke baglaens. Vi kan omformulere den

til en mere fremadrettet metode:

Metode 2 omformuleret:

For at bestemme @ — b:

1. Tegn vektorerne med samme udgangspunkt.
2. Tegn en pil, der forbinder pilespidserne.
Pilen skal pege mod spidsen af

10



Grubleren

| grundskolen har du laert, at man ophaver en minusparentes ved at sendre fortegnene pa alle leddene i
parentesen. Geelder det ogsa for vektorer? Kontrollér det ved fgrst at udfylde de tomme pladser med
plusser og/eller minusser efter reglen fra grundskolen og sa undersgge, om fglgende udsagn er korrekte:

i-(b+&=d_b_¢
i-(h—&)=d_b_¢
Tegning 1 Tegning 2
a—(b+7¢) i_b_ ¢
a—(E—c) i_b_ ¢

Brug de regneregler, vi har indset indtil videre til at bevise ovenstaende regneregler; altsa at vi kan ophaeve

minusparenteser pa samme made som for tallene:

i-(b+&)=da+ __(b+¢
=i+ _b+ _¢
=di-b-¢

i-(b-&)=a+ __(b-27)
=d+ __b+ _7¢
=d—-b+¢

11



Negative tal
Vi har nu set, hvordan vi kan bestemme modsatte vektorer og traekke vektorer fra hinanden. | dette afsnit skal
vi se, hvordan din nye forstaelse af vektorerne giver dig en bedre forstaelse for, hvordan man regner med

negative tal og traekker tal fra hinanden.

Den fgrst (og vigtigste) pointe er: Der findes to forskellige minusser!

Fortegnsminus: Viser, at et tal er negativt. Ex:3-—4

Regneminus: Viser, at to tal skal traekkes fra hinanden. Ex:7 — 4

| eksemplet pa fortegnsminus angiver minustegnet at 3 skal ganges med det negative tal —4, minusset er en
del af tallet. | det andet eksempel angiver minustegnet at man skal treekke 4 fra 7, minusset angiver en
regneoperation og hgrer ikke til nogen af tallene.

Opgave: Szt ring om alle fortegnsminusser i fglgende udtryk:

—2+(-3) —2-5 6—(=7)

6-(2—4) 2-(3-(-4) a—(b—c—(=d)

At minustegnet har to forskellige betydninger, kan ofte give anledning til misforstaelser og derfor har man
vedtaget fglgende konvention, som du ogsa bgr sgrge for at overholde, nar du skriver matematik:

Man seetter altid parenteser rundt om fortegnsminus og det tilhgrende tal

(med mindre at fortegnsminusset star forrest i et udtryk).

Saet parenteser, hvor konventionen kraever det:

—a—>b b—a —-3-—4

—6-(2—4) 2--3 —3-4.-5-2

Find det sted i afsnittet om modsatte vektorer, hvor forfatterne ikke overholdt konventionen!

Mange elever har meget sveert ved omskrivninger, hvor der indgar minusser. En rigtig god idé, som utroligt
ofte er anvendelig, er at lave alle minusser om til plusser og fortegnsminusser ved brug af reglen “man
treekker fra ved at leegge det modsatte til”, eller

a—b=a+ (-b).

Den tilsyneladende uskyldige omskrivning ggr det ofte meget lettere at forsta omskrivninger, hvor der indgar
minusser.

12



Skalering

| dette afsnit skal vi se pa, hvad der sker, nar vi ganger en vektor med et tal.

Hvilke vektorer ville du forvente at fa ud af fglgende regnestykker, hvor a er ?

0-d 1-4 2-d —1)-a

Ud fra ovenstaende vaelger vi at gange vektorer med tal pa denne made:

Laengde: t - a er |t| gange leengere end |d]|.

Retning: Retningen er den samme som for @, hvis t > 0, og ellers modsat.

Brug ovenstdende definition til at tegne et eksempel pa t - d i hver af fglgende situationer:

t>1 0<t<1 t<o0

e . B *

Nar man arbejder med vektorer, kalder man ogsa tal for skalarer. Vi kalder derfor metoden ovenfor for skalar
multiplikation, og inspireret af figuren ovenfor, kalder vi det ogsa at skalere vektorer.

Grubleren

Opfylder metoden fglgende to forskellige udgaver af den distributive lov?
1 t-(G+b)=t-d+t-b
2. (s+t)-a=s-a+t-a

13



Tvaervektor

Nar man arbejder med vektorer, far man ofte brug for at tale om en vektor, der star vinkelret pa en given
vektor. Det sker sa ofte, at det er praktisk at have et ord og symbol for det:

Vektoren der fremkommer ved at rotere en vektor 90° mod uret kaldes tvaervektoren.

Notation: Tvaervektoren til @ skrives @.

N>

a
Hvilken vektor far man, hvis man bestemmer | Bestem denne sum:
tvaervektoren til en vektors tvaervektor? Altsa hvad
er &? i i+a+a+a=
a =
Grubleren

Er der nogen sammenhaeng mellem tvaervektoren til en sumvektor og de enkelte vektorers tveervektorer?
Altsa mellem a + b, d og b?
Minder systemet dig om et andet system, vi har arbejdet med?

Geelder der en tilsvarende sammenhaeng, hvis vi i stedet for a@ + b ser pa differensvektoren? Hvad med

omvendte vektorer eller skalerede vektorer?

14



Opgaver: vektorer som pile

Opgave 1
Tegn fglgende vektorer pa nedenstaende figur. Husk at navngive dem pa tegningen.

a) Tegn den modsatte vektor af b ogd

b) Tegnb + ¢ og &+ b. Er det samme vektor?
) Tegnd+bog—(d+b)

d) Tegn2(d+b)og s@+ b)

e) Tegnd+b+¢

b
”
C
——
a
Opsgave 2

Tegn fglgende vektorer pa nedenstaende figur. Husk at navngive dem pa tegningen.
a) Tegn tvaervektoren til @ og til b
b) Tegnd’+50g%d’+5
c) Tegn tvaervektoren til (a@ + 5)
d) Tegn den vektor X der er Igsning til ligningen (d + &) + % = 0. Hvilken vektor svarer dette til?

b

-
-
c
—_—

Qy

Opgave 3
Lav en raekke opgaver til din sidemand, hvor der brug for addition, subtraktion, tvaervektorer og skalering af
vektorer.
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1.b: Vektorer som talpar

Vi har nu set hvordan man kan tegne vektorer som pile, og pa den made laegge vektorer sammen, traekke dem
fra hinanden og et par andre ting. | flere af opgaverne har man nok mattet “tzelle tern”, for at kunne tegne sa
praecist som muligt, og netop ”at teelle tern” viser en meget intuitiv made at koble tal til vektorer saledes at
man kan regne med dem pa samme made som vi regner med tal.

Fra pile til talpar
P& figuren til hgjre er vektorerne a, b og C tegnet sammen med et

koordinatsystem. Vektor d vil vi give koordinaterne (i), svarende til at vi

=]
Ol

gar ”2 skridt i x-aksens retning og 4 skridt i y-aksens retning”. Vi skriver
koordinaterne oven pa hinanden for at kunne se forskel pa punkter og
vektorer.

Opsgave: b
a) Hvilke talpar repraesenterer de gvrige vektorer? ~

5= () ore=()

b) Bestem laengden af vektorerne ved beregning med Pythagoras laeresatning.

Bl=vZF 2=V g  lel=VZF 2=V

Bemaerk at vektor @ og ¢ har de samme koordinater og samme laengde, hvilket fint passer med at vi ikke gar
op i, hvor en vektor tegnes, men kun dens laengde og retning: d og C er repraesentanter for den samme vektor.
Vi er nu klar til denne definition. Udfyld selv det manglende, sa notationen passer med tegningen.

Definition: En vektor som talpar
En vektor kan beskrives som et talpar, der viser pilens
udstraekning i henholdsvis x-aksens og y-aksens retning.

i-( )

Szetning: En vektors lengde
Laengden af vektor d bestemmes som

o[

Man kan overveje hvilke konsekvenser indfgrelsen af koordinater far pa vores vektorbegreber, eftersom de jo
blev indfgrt uden et koordinatsystem. Heldigvis viser det sig, at man kan placere koordinatsystemet som man
har lyst til, uden at man andrer pa noget. Man far altsd samme resultater lige meget, hvordan man placerer
sit koordinatsystem. Denne pointe vender vi tilbage til senere.

Nar man anvender vektorer til at Igse f.eks. geometriske problemer, vil man tit skulle bestemme koordinaterne

til en vektor, der forbinder to punkter som man i forvejen kender koordinaterne til. Det ser vi naermere pa i
denne opgave.

16



Opgave
a) Afsaet i koordinatsystemet til hgjre, punkterne P(3,2) og Q(7,8).
b) Indtegn vektoren, der gar fra P til Q og bestem dens koordinater.
c) Opstil et regnestykke, der viser, hvordan du kan bestemme vektorens
koordinater ud fra punkternes koordinater

Indsigten fra opgaven kan generaliseres i denne saetning (udfyld selv det manglende, sa figurens notation

passer med teksten).

Seetning: Forbindelsesvektoren mellem to punkter
Vektoren der forbinder de to punkter A(x1,y1) 0g B(x3,¥3)
navngives AB og har koordinaterne y A

wm=( )

Bemaerk raekkefglgen af koordinaterne: ”Slut minus start”.

Forbindelsesvektoren har fglgende laengde:

[AB|=( - )2+( - )?

Opgave:

Bevis saetningen for laengden af forbindelsesvektoren ved at tegne videre pa figuren, der hgrer til saetningen.

Skriv dine overvejelser ned.

Man far ofte brug for en bestemt forbindelsesvektor, nemlig den der forbinder Origo (koordinatsystemets

begyndelsespunkt) med et punkt. Denne vektor kaldes stedvektoren til punktet:

Definition: Stedvektor i
Stedvektoren til et punkt P(x;,y;) er den vektor, der gar fra origo O
(koordinatsystemets begyndelsespunkt) ud til
Stedvektoren til punktet P betegnes med

OP

punktet P. gy [

Bemaerk: Navnet skal forstas som “vektoren der adr fra O til P”

I

Grubleren
Argumentér for, at der geelder fglgende:

AB = 0B — 04
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At leegge talpar sammen

Tidligere fandt vi frem til at vi leegger vektorer sammen ved at “tegne dem i forlaengelse af hinanden og derefter
tegne en pil fra begyndelsen pa den ene til slutningen af den anden”. Vi skal nu se hvordan man pa en naturlig

made udvider denne metode, nar man betragter vektorer som talpar.

Opgave
Pa figuren til hgjre ses vektor d og b. (_Z"
a) Bestem koordinaterne for vektor d@ og b
b) Tegna + b ud fra metoden, vi fandt tidligere og bestem koordinaterne

ford +b. /bv

c) Formuler en metode til at laegge vektorer sammen ud fra deres

koordinater.

Vi har altsa grundlag for at fremsatte denne regnegel. Udfyld selv de manglende symboler.

Regneregel: Addition af vektorer

a b .
Summen af to vektorer (az) og (b ) er givet ved:

@+=( )

Opgave:
Bevis satningen med samme fremgangsmade som i opgaven
ovenfor. benyt figuren til hgjre som grundlag for beviset. Indfgr

S
selv notation d, b, a,, a,, b;0g b, osv. pa figuren.

Opgave: Tidligere indfgrte vi nulvektoren, som den vektor man
kan laegge til hvilken som helst vektor uden at denne aendres.
Hvilke koordinater har nulvektoren (udfyld boksen nedenfor)?

Definition: Nulvektoren
Nulvektoren er vektoren:

o-( )
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At traekke talpar fra hinanden

Ovenfor sa vi, at det er lettest at traekke en vektor fra en anden vektor, hvis man indfgrer begrebet “den
modsatte vektor”.

Opgave:
a) Tegni hvert tilfaelde den modsatte vektor til d, pa figuren nedenfor.
b) Bestem koordinaterne for d og for den modsatte vektor —a i alle tre tilfaelde.

Coy

QU
Il
~—
—
o
oa
|
Ql
Il
Ve
N—
Q
Il
~—
N—"
o
oa
|
Ql
Il
Ve
N—
Q
Il
VN
—
l
Il
VN
N——

og —d

Ud fra opgaven ser det ud til at fglgende regel geelder:

Regneregel: Den modsatte vektor

a
For en vektor (a;) er den modsatte vektor givet ved:
a,
~(a)=( )

Opgave: Vi definerede den omvendte vektor til @ som den vektor, der opfylder a + (—a) = 0. Kontroller, at
ovenstaende regel er korrekt for alle vektorer, ved at udfylde de manglende felter:

o=@+ )=( 1 )=0)=0

Hvis vi som fgr taenker pa subtraktion som addition, hvor man laegger den modsatte vektor til, bliver det
ganske let at traekke to vektorer fra hinanden koordinatvis:

Regneregel: Subtraktion af vektorer
aq b1 q i
az) og (bz) er givet ved:

(o) ()= (& =50)

Differensen mellem to vektorer (
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Skalering

Tidligere sa vi at skalering af en vektor kan beskrives saledes for vektorer reprasenteret som pile.

Lengde: t - d er |t| gange laengere end |d|.

Retning: Retningen er den samme som for @, hvis t = 0, og ellers modsat.

Dette er ikke svaert at oversaette til talpar, som den naeste opgave illustrerer:

Opgave
Udfyld nedenstdende tabel med udgangspunkt i denne vektor @ = (g)
Tegn 2-d Tegn (-1)- a Tegn 0,5-a Tegn=-d
4
2-dsomtalpar | (—1)-dsomtalpar | 0,5-d som talpar 1. G som talpar
4

Brug ovenstaende opgave til at feerdigggre regnereglen for at gange en vektor med et tal (en skalar).

Regneregel: Skalering / tal gange vektor.

a o
En vektor (a;), ganges med et tal t saledes

¢ (a)= ()
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Tvaervektor

Tegn f@rst vektoren, dernaest dens tvaervektor og aflaes til sidst tveervektorens koordinater.

Sl A I CU

Kontrollér at formlen virker ved fgrst at bruge formlen til at bestemme koordinaterne til fglgende tveer-

vektorer og bagefter tegne vektorerne med de fundne koordinater.

=@es( ) ) a=Gla=) ] 2= ) ] 2= )

Grubleren
1. Kontrollér, at formlen altid giver en vektor, der star vinkelret pa den oprindelige vektor ved at
bestemme deres prikprodukt.
2. Kontrollér, at formlen giver en vektor med samme lzengde som den oprindelige.
3. Ud fra de to opgaver ovenfor er vi nu sikre pa, at formlen giver en vektor, der er drejet 90° i
forhold til den oprindelige. Hvordan kan vi veere sikre pa, at den drejer den rigtige vej (altsa mod
uret)?

21



2.A: Vektorer som pile

| denne del tager vi fat pa nogle af de mere avancerede ting, man kan ggre med vektorer. Igen starter vi med
at se pa vektorerne som pile

Projektion
Vi tager udgangspunkt i fglgende figur:

S

Tegn pa figuren et par vektorer, der er parallelle med b og som alle starter samme sted som a.

Tegn nu den vektor blandt alle dem, du kunne have tegnet fgr, som kommer taettest pd at ende der hvor d
ender.

Den sidste vektor du tegnede overfor dukker op flere gange, nar man arbejder med vektorer. Man kalder den
projektionen af @ pa b og giver den symbolet d,.

Tegn vektoren d;, — d pa figuren ved at forbinde pilespidserne. Hvilken vinkel danner den med b? °.
Det betyder, at vi ogsa beskrive d; pa denne made:

Det er den vektor, vi far ved at tegne d og b med samme udgangspunkt og sé gé fra spidsen af @

vinkelret ned pa (forlaengelsen af) l_;, og til sidst tegne en pil dertil fra vektorernes udgangspunkt.

Tegn projektionsvektoren d,, i fplgende tilfeelde:
y

Grubleren

ST
=T

Hvilken sammenhaeng er der for tre vektorer @, b og ¢ mellem d,, b, og (& + b)c?
Er der en tilsvarende sammenhang mellem d., b, og (& = b)c?

Hvilken sammenhaeng er der mellem d;, og (t - d@),, for en skalar t?
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Vinkel

Givet to vektorer er det praktisk at kunne tale om vinklen mellem dem. Den kan imidlertid vaere svaer at male,
hvis pilene er tegnet langt fra hinanden. Derfor vedtager vi fglgende:

Vinklen mellem to vektorer er den mindste vinkel, man kan
male mellem dem, hvis de tegnes med et faelles udgangspunkt.

a
v
b
At vinklen er den mindste, man kan male, betyder, at den altid ligger mellem °og °.

Vinkelrette vektorer dukker op sa ofte, at man har indfgrt et ord og et symbol for det:

Fagsprog
Hvis vinklen mellem to vektorer er 90°, kaldes de ortogonale.

Hvis vinklen er 0° eller 180°, kaldes de parallelle.
Notation:

dalb betyder, at d og ber ortogonale.
alb

I betyder, at d og ber parallelle.

Indsaet det manglende tegn mellem d og b:

Q|
(Sl
Ql
(SN
Ql
(Sl

‘@l
Q)

oy

!

-
%




Prikprodukt

Vi skal i dette afsnit finde pa en metode til at gange vektorer sammen.

Vi vil som saedvanlig gerne have vores regneoperation til at have sa mange ting tilfaelles med den tilsvarende
regneoperation for tallene. Sa lad os starte med at se pa, hvilke egenskaber “gange” har, nar vi arbejder med
tal.

Skriv her, hvordan du taenker, nar du skal regne 7 - 12 ud:

Undervejs i din metode, har du sandsynligvis delt 12 op i tiere og ettere, og sa ganget dem hver med syv for

til sidst at laegge resultaterne sammen:
7-12=7-(10+2)

=7-104+7-2

=70+ 14

= 84
Vi ser alts3, at hvis man skal gange en sum af to tal Da vi arbejdede med at laegge vektorer sammen, sa
med noget, sa skal man gange ind pa begge tal. Det vi, at gange for tal ogsa opfylder den kommutative
kalder man den distributive lov: lov:

1. Den distributive lov 2. Den kommutative lov for gange
a-(b+c)=a-b+a-c a-b=b-a

Vores mal er at finde en made at gange vektorer sammen, der opfylder disse regler. Men i modsaetning til
vektoraddition, vil vi ikke have resultatet til at veere en vektor, men i stedet et tal (en skalar); derfor kalder
man ogsa denne made at gange vektorer for et skalarprodukt.

Eksperiment

Den maske enkleste made at lave to vektorer om til et tal er at gange deres laangder sammen. S3 man
altsa bare maler vektorernes laengder og ganger de to tal sammen. Lad os undersgge, om det lever op til
vores gnskede regler.

For at undersgge om regel 1, altsa den distributive lov, er opfyldt, beregner vi fgrst nedenstaende
produkter ved at gange laengderne med hinanden. Lad os sige, at vektor d (og dermed —a) har leengden 3:

QL Q
S)L QL Ol
I

Qu
N
|
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Nu er vi nemlig klar til at beregne @ - (d@ + (—d)) pa to mader:

1. Laeg vektorerne i parentesen sammen fgrst:

i-@+Ca)=da —

2. Gang ind i parentesen med den distributive lov:

i-(d+(-d) = = =

+ +

Hvis metoden opfylder regel 1, skulle de to beregninger give det samme resultat. Ggr de det?

Som vi kan se, sa kan vi desveaerre ikke ngjes med at gange vektorers leengder sammen, hvis vi gnsker at opfylde
de tre regler. Vi bliver derfor ngdt til at finde pa en anden made at ggre det pa. Men hvilken?

Lad os prgve at vende problemet om: | stedet for at gaette pa metoder til at gange vektorer sammen og sa
kontrollere, om reglerne er opfyldt, kan vi prgve at starte med reglerne og se, om de fortezeller os, hvordan vi

skal gange vektorer sammen:

For at kunne bruge den distributive lov skal der vaere nogle vektorer, der fgrst lsegges sammen og sa ganges
med en vektor. Gad vide, hvad der sker, hvis den vektor, man ganger med, ogsa er en sum af vektorer? Brug

de tre regler til at udfylde det manglende i fglgende:

@+6)°=C + )-( + )

=C + ) +C + )
= -+ )+ -C+ )
= + + +
=" 24+ 242

Sa dukkede produktet af de to vektorer (altsa

@2 +b%+2-

d

G-

-
a .

d - b) op! Lad os isolere det:

(@+ 5)2

Sl

Sl

S

Vi kan se, at hvis vi bare veelger, hvordan man ganger en vektor med sig selv, sa fortaller ovenstaende os,
hvordan man skal gange alle par af vektorer med hinanden!

Vi kunne ikke fa lov til at veelge bare at gange vektorernes leengder med hinanden, selvom det ville veere det
letteste, men vi kan nu veaelge at bruge metoden til at gange en vektor med sig selv, sa dét i hvert fald bliver

let.

Vi har dermed vist, at hvis vi bare stiller tre krav, sa er der kun én made at gange vektorer pa:

1. i-(b+&=d-b+ad-¢
2. a-b=b-d
3. az =|dl?

QU
S|
Il

Den metode havde vi nok ikke lige kommet frem til, hvis bare havde fortsat med at prgve os frem!
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Bestem produktet af fglgende vektorer (bestem laengderne med Pythagoras leeresatning):

4 kN
N EN

|d] |l_5| |d+5| |d] |5| |5L+l_5| |d] |E| |&+B|
2_ 2_ 2 R 2_ 2_ 2 - 2 2_ 2
a-b= 5 a-b= 2 a-b= 5

Overvej ved at se pa talleren i brgken i formlen for a - I;, hvad man kan sige om fortegnet for d - bi fglgende

tre tilfeelde:
d og b har samme retning d og b har modsat retning d og b er vinkelrette

a b @ -
a+b o
. b

a+b b da+b
— - a
d-ber da-ber L P
a-ber

Bemaerk ligheden med reglerne for fortegn fra grundskolen “minus gange minus giver plus” og “minus gange
plus giver minus”. | vektorudgaven er den tilsvarende regel altsa "hvis vektorerne har samme retning, er
produktet og hvis de har modsat retning, er det ”. Det betyder,
fortegnsreglerne altsa ikke er ekstra regler, nogen har opfundet for at ggre regning i skolen mere besveerligt,
men konsekvenser af de tre mere naturlige regler, vi startede med. Faktisk kan vi klare os uden den tredje

regel:

at

Grubleren

gentagen addition.

Argumentér for, at 3 - (—7) og dermed (—7) - 3 giver et negativt tal ved at taeenke pa multiplikation som

Beregn (—7) - (3 + (—3)) bade ved brug af den distributive lov og ved at regne parentesen ud fgrst. Brug
resultaterne til at argumentere for, at (—7) - (—3) ma vaere positivt.

-7)-(3+(-3)) =

-7)-(3+(-3)) =
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En anden made at beregne prikproduktet

| sidste afsnit fandt vi en made at gange vektorer sammen pa, som var ret besveerlig:
L =2 R -2
|a + b| —|al? - |b|
2

| dette afsnit finder vi en anden made at beregne samme produkt. Vi starter med at definere et nyt produkt
mellem vektorer:

-
a-b=

dxb=|d|- |E| - cos(v),
hvor v er vinklen mellem vektorerne.

Opgave: Lav fglgende figur i et dynamisk geometriprogram.
1. Tegn to vektorer, a og l_;, der hver starter i Origo og som gar ud til hvert sit punkt.
2. Beregn|d| - |I_5| - cos(v).
-2 -2
|@+b| —|d|*>-|b|
—
Sammenlign de to resultater, mens du flytter rundt pa vektorernes endepunkter.

3. Beregn

Ud fra opgaven ser det ud til, at de to metoder altid giver det samme! Altsa, at
dxb=d-b

Den dynamiske undersggelse af sammenhangen er naturligvis ikke det samme som et formelt matematisk
bevis. @nsker du bevis for resultatet, kan du finde to forskellige i Grubleren pa naeste side.

Vi kan altsa frit vaelge mellem de to metoder, nar vi skal bestemme produktet af to vektorer:

{1d]-1b| - cos(v)

—>.B= . .

“ la+5|° - 1a? - 5|’
2

Bemaerk at den gverste metode minder meget om vores udgangspunkt: Vi forsggte jo at gange vektorer
sammen ved at gange deres laengder, men det virkede desvaerre ikke. For at fa metoden til at virke, manglede
vi altsa bare at gange med cosinus til vinklen!

En fordel ved den gverste metode til at finde prikproduktet pa er, at den kan tegnes og dermed giver os en
intuitiv forstaelse for stgrrelsen af produktet:

Stgrrelsen af prikproduktet angiver nemlig arealet af hvert af fglgende parallelogrammer:

D] )
|| a
|b] b
a a a a

Da parallelogrammerne er lige store, kan man frit vaelge sin yndlingsmade at forestille sig prikproduktet.
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En anden vigtig konsekvens af den alternative metode er, at vi nu kan afggre fortegnet pa prikproduktet
mellem to vektorer bare ved at tegne dem:

Hvis vinklen mellem vektorerne er spids, sa er produktet positivt.
Hvis vinklen mellem vektorerne er stump, sa er produktet negativt.
Hvis vinklen mellem vektorerne er ret, sa er produktet nul.

Kontrollér ovenstaende ved at bruge dit veerktgjsprogram til at undersgge fortegnet pa cosinus til forskellige
vinkler:

Nar v er spids, er cos(v) , hvormed |d] - |B| - cos(v) er
Nar v er stump, er cos(v) , hvormed |d| - |B| - cos(v) er
Nar v er ret, er cos(v) , hvormed |d]| - |B| - cos(v) er
Grubleren

1. Bevisatd*b =d- b foralle par af vektorer ved at vise, at * opfylder de tre regler, der skal til for
at veere det samme som vores prikprodukt:

1. &*(5+c) =dxb+dx¢

2. dxb=b=xad

3. axa=|d|
For at vise den distributive lov (1.) kan det vaere nyttigt at tegne pa fglgende figur og bruge den

forste figur ud af de fire pa sidste side:

2. Brug det du indsa pa sidste side om fortegnet for produktet:

Hvis vinklen mellem vektorerne er spids, sa er produktet positivt.
Hvis vinklen mellem vektorerne er stump, sa er produktet negativt.
Hvis vinklen mellem vektorerne er ret, sa er produktet nul.

til at argumentere for at man ogsa kan ga den anden vej:

Hvis produktet mellem to vektorer er nul, sa star de vinkelret pa hinanden.
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Determinant

| sidste afsnit sa vi, at stgrrelsen pa
prik-produktet er givet ved arealet
af parallelogrammet udspaendt af
den ene vektor og tvaervektoren til
den anden.

Det er en lidt underlig konstruktion.

Det ville vaere mere naturligt
blot at bestemme arealet af
parallelogrammet udspaendt _
af de to vektorer.

2]

Det ser vi pa i dette afsnit.

21

Er der forskel pd arealet af parallelogrammet udspaendt af vektorerne d og b og arealet af parallelogrammet

udspaendt af —a og b? Begrund dit svar.

Hvis man vil finde arealet af parallelogrammet udspeendt af to vektorer, kan man ggre det ved brug af et
prikprodukt mellem to vektorer. Hvilke(n) af felgende beregninger ville give det gnskede areal?

|d - b |a - b

-b| |- b|

Q)

Inspireret af ovenstaende indfgrer vi en ny regneoperation for vektorer, nemlig determinanten:

Den numeriske vaerdi af determinanten angiver altsa arealet af parallelogrammet, vektorerne udspaender:

det(d,b) =a-b

S

Grubleren

Argumentér ud fra definitionen for, at stgrrelsen af determinanten ma veere givet ved fglgende formel:

|det(a, 5)| =d| - |B| - sin(v)
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2.B: Vektorer som talpar
Prikprodukt

Tidligere kom vi frem til felgende formel for at gange vektorer sammen:

Hvis vi i denne formel indszetter vektorernes koordinater og bruger formlerne for at laegge vektorer sammen
og bestemme vektorers laengder, sa far vi fglgende formel for at gange vektorer givet ved talpar sammen:

(Z;)(g;) =a, by +a, b,

Man skal altsa "gange x med x, y med y og sa laegge sammen”.

Udregningen er ret teknisk og gemmes derfor til Grubleren nedenfor. Der finder vi ogséd et andet og mindre
regneteknisk bevis.

En praktisk konsekvens af denne formel er, at man let kan kontrollere, om vektorer star vinkelret pa hinanden
uden at skulle tegne dem og male vinklen: Man bruger bare formlen og kontrollerer, om resultatet er ,
som det jo skal veere for at vinklen mellem vektorerne er 90°. Med symboler:

ilbed- b=

Undersgg om fglgende vektorer er vinkelrette ved at bestemme prikproduktet:

(2)G)
()-()=

Er de vinkelrette?

) (

()-0)

—4

6)

+

Er de vinkelrette?

.09
() ()=

Er de vinkelrette?

Bestem k, sa fglgende vektorer er vinkelrette:

(Dﬁ@) C@;G) @)g?) (lei?
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Grubleren

1. Bevis formlen for prikproduktet ved at udfylde det manglende i fglgende beregning:
2 2 2
any oy _|C )+ 1O =C))
(az) (bz)_ 2
2 2 2
0 OFIOr-I0)
2
2 7 2
\/( )2+( )2_\/2+ 2_\/2+2
= 2
_( )" +( i G SR
24 249 +2+22+2_ _ o 2_ 2_ 2_ 2
= 2
2. +2
B 2
= +
2. Nuvil vi bevise formlen pa en anden made:

Fra vores arbejde med prikproduktet ved vi, at enhver metode, der laver to vektorer om til tal og
opfylder de nedenstaende tre regler, vil veere lig med vores prikprodukt.

- (b+é)=d-b+a-¢
d-b=b-d
C-i2= -’|2

Kontrollér, at vores "x gange x, y gange y og laeg sammen”-metode opfylder hver af de tre regler
ved at regne pa hver side i nedenstaende skema og se, at siderne er ens. Dermed er det gnskede

G+ @)-E-(1) @G+ @) @)=
1 =a;-( + Dtay-( + )
L @) ()= () (&)=
G =) ()= G =v " =
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Uafhaengighed af koordinatsystem

Ved overgangen fra at repraesentere vektorer som pile til at repraesentere dem som talpar indfgrte vi et
koordinatsystem. Vi interesserede os dog ikke for, hvor koordinatsystemet skulle placeres, og det er naturligt
at overveje, om man ikke far forskellige resultater afthaengigt af, hvordan man placerer koordinatsystemet. Det
skal vi se naermere pa her.

y

Du far maske
brug for at
dreje dit
papir rundt a
for at Igse - X b

b
opgaverne. K B

Qu
Qu

Opskriv
talparret for
hver af de to

vektorer.

Beregn
leengden af
vektor d.

Beregn
prikproduktet
af de to
vektorer.

Vi har nu anskueliggjort fglgende saetning.

Alle regneoperationer herunder prikproduktet af to vektorer er

uafhaengige af hvilket koordinatsystem, vi vaelger at tegne dem i.

Vektorer i flere og faerre dimensioner

Vi har her set pa vektorer i 2 dimensioner, men vektorbegrebet kan let udvides til 3 dimensioner
eller mere. Det er ikke let at forestille sig mange dimensionale rum, men talrepraesentationen 7
udvides let til flere dimensioner ved blot at tilfgje flere koordinater: 2
De almindelige tal som vi kender kan ogsa betragtes som vektorer, nemlig vektorer med en
dimension. Og dette haefte kunne rent faktisk have startet med at indfgre vektorregning med de
regler, som vi har arbejdet med, og sa begraenset os til en dimension og udledt alle regnereglerne 3
for tal som f.eks. "minus gange minus giver plus”. Resultatet ville vaere pracis de samme tal og

regler, som vi er vant til.
Vi startede altsa med et gnske om at leere at regne med andet end tal og ender med noget, der er en udvidelse

af vores almindelige tal!
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Projektion

Ved at se pa figuren til vores definition af projektionsvektorer:

kan vi se fglgende:

Brug din viden om skalering af vektorer til at indse, at 1. betyder, at der findes en skalar t, sa
ab =t- -
Ved brug af 2. kan vi nu finde t:

Udregning Forklaring

dy,—dadlb

a-b

t=_>—
bZ

Vi har nu bevist fglgende formel:

Qu
[w)
Il

Brug formlen til at bestemme koordinaterne til projektionsvektoren og kontrollér ved at tegne vektorerne:

e L




Determinant

Nar vektorerne er givet ved koordinater, bliver
symbolet ret besveerligt at skrive:

cer((2): ()

Man bruger derfor ogsa fglgende symbol for
determinanten:

a; by

(7,5 |a2 S

Vi definerede determinanten mellem vektorer pa
denne made:

det(d, 5) =da-b

Brug definitionen til at finde ud af, hvordan man
kan beregne determinanten ud fra koordinaterne:

a; by
a, b,

Nar vi bestemmer determinanten, ganger vi altsa
tallene i diagonalerne:

2

og treekker resultaterne fra hinanden.

Fra vores tidligere arbejde med determinanten ved
vi, at stgrrelsen har fglgende geometriske
fortolkning:

&l

—

a

Ud fra denne fortolkning af determinanten er det
klart, at fglgende er sandt:

@l b e det(d,b) =

Vi kan altsa bruge determinanten til at undersgge, om vektorer er parallelle uden at skulle tegne dem.

Undersgg om fglgende vektorer er parallelle ved at bestemme determinanten:

(2)G) () ()

Er de parallelle? Er de parallelle?

Er de parallelle?

() Cso) () (1)

Er de parallelle?

Bestem k, sa fglgende vektorer er parallelle:

(1) CDrG)
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Vinkel

Vi skal nu tilbage til vinkler mellem vektorer og erindre os denne konvention fra tidligere.

Vinklen mellem to vektorer er den mindste vinkel, man kan
male mellem dem, hvis de tegnes med et faelles udgangspunkt.

| afsnittet om vektorer som pile sa vi, at prikprodukt kan udregnes pa to mader, hvoraf den ene indeholder
vinklen mellem de to vektorer, hvor vi let kan isolere cos(v):

d-b=1d|-|b| - cos(v)
¢
(v) =22
cos(v) = =
|lal - b
Opsgave
. (4 > (2
Betragt de to vektorer a = (_1) ogh = (5)

a) Skitser de to vektorer pa figuren til hgjre.
b) Du skal nu beregne vinklen mellem dem:

Vi starter med at bestemme cosinus til vinklen ved brug af formlen:

a5 _ ()()

cos(v) = ——= =

at-of|C)[-|C )
+

v 2y 2.4 24 2

+
= ~ 0,5855 (tjek dit resultat)

Vi er nu klar til at bestemme vinklen mellem vektorerne:
v=cos 1(0.5855)=__  °
c) Passer den fundne vinkel med vinklen pa skitsen?
d) Kontrollér vinklen ved at konstruere vektorerene i dit vaerktgjsprogram og lade programmet

bestemme vinklen mellem vektorerne.
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Anvendelser
Trekantsberegninger

Under vores arbejde med prikproduktet fandt vi to metoder til at beregne det. De giver altid samme

resultat:

la+B|" —al? - |b|°

2

= |d| - || - cos(v)

Det kan man bruge til at vise fglgende resultat:

Cosinusrelationen

B
| enhver trekant ABC gelder fglgende: b
A
c?=a*+b*-2-a-b-cos(C) C b

Cosinusrelationen er yderst praktisk, hvis man skal beregne sidelaengder eller vinkler i en trekant. Hvis blot du
kender tre ”stykker”, altsd sidelaengder eller vinkler, hvoraf mindst to er sidelaengder, sa kan du bruge
cosinusrelationen til at beregne de tre manglende stykker. Metoden er den samme som for alle andre formler:
Indsaet dine kendte tal og Igs den fremkomne ligning. [Hint: start med at navngive sider og vinkler somi figuren
ovenfor]

30°

Grubleren
Brug falgende til at bevise cosinusrelationen:

= |d| - |b| - cos(v)

cos(180° — v) = — cos(v)
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Ligningsl@sning

Lad os se pa, hvordan vektorregning kan hjalpe os med at Igse et ligningssystem med to ligninger med to
ubekendte:

3x+4y =24

4x — 2y =10

Vi kan skrive det som én ligning ved brug af vores vektornotation:
(%) x4 (") v=(4)
nu ganger vi pa begge sider med tvaervektoren til vektoren foran y:
()(C)x+ () )= () ()

Vi regner pa hver side:

vensre: ()3 (1) 5)= () () w4 () ()
(

():(y0)

Vi kan derfor konkludere, at
X = ,

hvormed x er . Det indsaettes i den fgrste ligning, hvilket giver os vaerdien pa y:

Brug teknikken ovenfor til at genfinde to-punktsformlerne fra grundforlgbet ved at Igse ligningssystemet:

yi=a-x;+b
Y=a-x;+b

—_

}’1) =a- (2) +b- (1) og gang sa med (1) pa begge sider.

Hint: Start med at skrive det som (}’z

Grubleren
Find en Igsningsformel til alle systemer af to lineaere ligninger med to ubekendte:

a x+b-y=c¢
a, x+b, - y=c,

37



Regression

Lad os finde den linje gennem (0,0), der bedst passer med punkterne (2, 1) og (4, 3).

Fra grundforlgbet ved vi, at linjen ma have en ligning pa formeny = a - x,
for et eller andet tal a. Vi skal altsa ”"bare” finde a, sa

Med vektornotation betyder det, at vi leder efter det a, sa

(3)~a ()

Vi skal altsa finde den skalar, der, nar den ganges pa vektor (i), giver en

vektor, der mest mulig ligner vektor (;)

Det problem har vi allerede Igst! Det var jo netop pointen med projektion, at vi finder den vektor, der er
parallel med en vektor og mest muligt ligner en anden vektor!

a- (i) skal derfor veere projektionsvektoren ( ) , hvilket betyder, at a skal veere faktoren i formlen for

()

) -
()C) °

Vi har altsa fundet vores bedste rette linje gennem (0,0):

projektionsvektoren:

y= -x

Bemaerk, at projektionsvektoren minimerer lzengden |(§) -a-: (i)l, hvilket ifglge vores viden om laengden

af vektorer netop svarer til at minimere kvadratsummen, praecis ligesom i mindste kvadraters metode fra
grundforlgbet.

Kontrollér i dit CAS, at din linje passer fornuftigt med punkterne, og at programmet finder den samme linje,
hvis du laver proportionalitetsregression. | GeoGebra kan det ggres med kommandoen Fit({(2,1), (4,3)}, {x}).

Grubleren
Udvid teknikken ovenfor til ogsa at virke for flere end to punkter.

38



Kraefter i fysik
| fysik bruger man vektorer i mange forskellige sammenhaenge. Fgrste gang man stgder pa vektorer i fysik, er
typisk i forbindelse med kraefter, idet en kraeft har en retning og en stgrrelse (vektorens leengde).

Kraefternes parallelogram — addition af kraefter
Nar man i fysik skal analysere en situation, tegner man ofte en skitse, hvor man forsimpler
situationen, og kun indtegner de vigtigste ting. Pa figuren til hgjre ses en skitse over en "_,

situation hvor en genstand er pavirket af to forskellige kreefter F{ og Fz) Genstanden er
reduceret til et punkt (dets massemidtpunkt), og kraefterne er repraesenteret med to
vektorer, der udgar fra dette punkt. Vektorernes leengder angiver kraefternes stgrrelse, og
vektorernes retning viser kraefternes retning. De to kraefter vil pavirke genstanden som en

© B =F +Fy

samlet kraeft kaldet den resulterende kreeft, der er summen af de to kraefter m = E) + Fz)

Altsa er den samlede kraft en vektorsum, og parallelogrammet der fremkommer, ndr man tegner denne
vektorsum, kaldes kraefternes parallelogram. Dette kan naturligvis let oversaettes til at man repraesenterer
kraefter med koordinater og regner med dem, som vi nu skal se naermere pa.

Tyngdekraften
Tyngdekraften F_T) er en kraeft, der pavirker alle genstande pa jordens overflade. Dens retning er altid
rettet mod jordens centrum og dens st@rrelse (vektorens laengde) afhaenger

af genstandens masse, som det fremgar af formlen

Fr=m-g

Du kender muligvis denne formel fra grundskolen bare uden
vektorpilene. | formlen angiver m genstandens masse i kilogram og g
er tyngdeaccelerationen (maske kendt fra grundskolen som 9,82 %).

Leeg maerke til at massen er en skalar, og dermed er
tyngdeaccelerationen en vektor der giver tyngdekraften sin retning.
Som vi ved, kan man frit vaelge sit koordinatsystem, nar man vil beskrive
sine vektorer med koordinater. Vi vaelger vores koordinatsystem, sa x-
aksen er vinkelret pa jordoverfladen. Derved bliver tyngdeaccelerationen

g= (_9682).* Med dette koordinatsystem beregnes tyngdekraften pa en kvinde
som vejer 65 kg saledes (uden enheder):

F_T) — 65 - (—9,82) ~ (—638,3)

0 0

Konklusionen er at tyngdekraften pavirker personen med en nedadrettet kraft pa 638,3 Newton.

Bemeerk: Ved dette valg af koordinatsystem bliver opgaven reduceret til 1 dimension, hvilket er arsagen til at
man let kan behandle sddanne simple problemer uden at vide noget om vektorer, da endimensionale vektorer
jo er tallene.

Normalkraften —den modsatte vektor

Hvis personen i eksemplet ovenfor star stille pa jordoverfladen, vil man i fysik laere, at grunden til at man ikke
synker ned i jordoverfladen er, at den pavirker personen med en normalkraft, der er lige sa stor som
tyngdekraften, men peger i modsat retning. Altsa er normalkraften her den modsatte vektor af tyngdekraften:

FT; = —F{. Dermed bliver den samlede kraft pa personen nulvektoren, 0.

* | fysik vil man ofte have en enhed % med, men den undlader vi her for overskuelighedens skyld.
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Skraplanet — smart placering af koordinatsystemet

Hvis en genstand ligger skrat i forhold til jordoverfladen, bliver tingene
mere komplicerede, men indfgrslen af vektorer og et smart placeret
koordinatsystem ggr tingene lettere at Igse.

Pa figuren til hgjre ses en skitse af en bil, der holder pa en bakke.
Situationen er lettest at analysere, hvis vi indfgrer et koordinatsystem,
der ligger parallelt med skraplanet (bakken). Betragter man
tyngdekraften, der jo peger lodret nedad mod jordens centrum, kan man

projicere den ind pa koordinatsystemets akser. Dermed kan
tyngdekraften beskrives som summen af to vektorer vi kalder dem to komposanter
Fr =Fr, + Fp,.

Hvis bilen ikke synker ned i bakken, ma der vaere en normalkraeft fra underlaget, der her er den modsatte
vektor af tyngdekraftens y-komposant, altsa F_N) = —m. Dette viser at der ikke vil veere nogen bevaegelse i y-
aksens retning. Derimod er der stadig en kraft i koordinatsystemets x-retning m, og det er netop denne kraft
som far bilen til at rulle ned ad bakken. Hvis man ikke gnsker, at bilen skal rulle nedad bakken, skal bilen altsa
pavirkes med en kraft der er den modsatte af m Denne kraft kommer typisk fra en gnidningskraft mellem
hjul og underlag pga. bilens bremser.

Opsgave:

En bil der vejer 1200 kg, holder pa en bakke med en vinkel pa 12° i forhold til vandret. Hvor stor en kraft skal
der til for at undga at bilen triller nedad bakken? [Hint: Genfind vinklen 8 i trekanten som tyngdekraften
danner med sine x- og y-komposanter].

Kraefters arbejde —anvendelse af prikproduktet
| fysik laerer man, at man kan overfgre energi til en genstand, hvis man flytter den ved at pavirke den med en
kraft over en bestemt straekning. Mangden af energi ("arbejdet”) kan man beskrive vha. et prikprodukt. Hvis
man betragter kraften som en vektor F og ligeledes betragter straekningen som genstanden flyttes som en
vektor S, er arbejdet givet ved:
A=F-3

Hvis man fx traekker en treekvogn 7 meter ved at treekke i dens traeekstang med en
traekkraft pa 45 Newton, tilfgres en energi, som vi vil beregne. Kalder vi traekkraften

Frrek, ved vi altsd, at dens laengde er 45, og hvis traekstangen danner en vinkel pa 30°
med vandret, er traekkraften altsa (med vandret x-akse)
o (45 . cos(30°)) _ (38,97) .
Traek = \ 45 - sin(30°) 22,5 /"

Overvej denne ngje. Straekningen pa de 7 meter beskrives med vektoren s = (g) og det udfgrte arbejde kan

derfor beregnes som

A=F-3= (3282'?57) : (3) =38,97 7 + 22,50 = 272,79 Joule

Bemaerk: Kraeftens komposant i y-retningen bidrager ikke til arbejdet og er altsa ”spildt”.
Opgave:
a) Bestem hvor stor en energi man pafgrer traeekvognen, hvis man traekker med en ligesa stor, men
vandret, kraft? [Hint: det svarer til 8 = 0°].
b) Du fandt formentlig en stgrre energi i beregningen — hvordan kan man mon se det pa vognen, hvis
man sammenligner de to situationer?

45N - cos(30°)) _ (38,97N

+ o - _
Med enheder kan det se saledes ud Frppr = (45N - sin(30°) 225N

), hvor N star for Newton

enheden for kraft.
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Bevaegelse i fysik

Bevaegelse med konstant hastighed
Et andet sted, hvor man i fysik bruger vektorer, er ved beskrivelse af 4
bevaegelse. Hastighed er f.eks. en fysisk st@rrelse, der er oplagt at beskrive Il I
med vektorer. Pa billedet til hgjre ses en bil, der bevaeger sig 6 meter pr.
sekund mod hgjre og en luftballon der bevaeger sig 3 meter pr. sekund opad.
Med koordinatsystemet indlagt som pa figuren, kan deres hastighed
beskrives med vektorerne (vi antager at hastighederne er konstante)
W = (6 161/3) O8 Vpallon = (3 T?l/5‘>'§

For genstande, der bevager sig med konstant hastighed, kan man beskrive
deres position vha. den sdkaldte stedfunktions = U - t + s, hvor t er tiden
malt i sekunder og s, angiver koordinatsaettet, hvor bevaegelsen starter. | >
dette tilfaelde far vi vektorfunktionen

Spi(t) = (6 Tg/s) t+ (irrz) 08 Spatlon = (3 ,(,)1/5> Tt (gﬁ)

v

Opgave:
a) Forklar hvert led i stedfunktionerne ovenfor.
b) Brug stedfunktionerne til at bestemme koordinaterne for bilen og ballonen efter 3, 5 og 10 sekunder.
c) Erder enendnu mere oplagt placering af koordinatsystemet?

| ovenstaende simple eksempel er det tydeligt at man ikke behgver at indfgre vektorregning for at kunne
beskrive bevaegelserne, da de hver for sig kun foregar i en dimension. Naeste opgave viser derimod tydeligt
vektorernes styrke nar en bevaegelse foregar i 2 dimensioner.

Opgave: I
En luftballon opsendes med en lodret fart som angivet pa figuren til hgjre. 1m

Luftballonen pavirkes af en sidevind pa 3 meter pr. sekund mod venstre.

a) Opskriv en stedfunktion for ballonen.
b) Bestem koordinatsaettet for ballonen efter 1, 5 og 10 sekunder.
c) Hvilken kurve fglger ballonen?

Bevaegelse med konstant acceleration
Ovenstaende beskrivelse var for beveegelse med konstant hastighed, men der i

er naturligvis ogsa behov for at kunne beskrive bevaegelser i 2 dimensioner, —
hvor hastigheden andres.

Zndring af hastighed kaldes acceleration, og denne stgrrelse beskrives ligeledes med en vektor da. Med
indfgrsel af en acceleration, bliver hastigheden ogsa afhaengig af tiden, og den fuldstaendige beskrivelse af en
bevagelse ggres med disse 3 bevaegelsesligninger

.
a
=d-t+7v,

v(t)
a-t>+7vy-t+5,.

s(t) =

Her beskriver 7, genstandens start hastigheden og s, angiver dens startposition. Det ligger uden for dette
kompendiums fokus at dykke dybere ned i disse ligninger, men de naevnes blot for fuldsteendighedens skyld.

$ Vi tillader os at have enheder med, da enhederne er velkendte fra dagligdagen.
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