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1. Indledning

Denne tekst er skrevet til STX-gymnasieelever, der pa uddannelses 3. ar overvejer eller har besluttet
at inddrage faget matematik i deres studieretningsprojekt (SRP). Teksten kan endvidere bruges
tidligere i uddannelserne, nar arbejdet forberedes.

Tekstens formal er at give et sat af begreber, der kan bruges, nar man skal beskrive og diskutere,
hvilke relevante faglige metoder fra matematikfaget man har anvendt i besvarelsen af opgave-
formuleringen. Teksten er ikke endegyldig og autoritativ. | sidste ende er det alene kvaliteten af de
argumenter, man fremfarer, i det skriftlige produkt og den efterfglgende mundtlige fremlaeggelse,
som teeller i bedgmmelsen af arbejdet med opgaven.

Teksten giver endvidere en kort omtale af basal videnskabsteori i relation til matematikfaget.

Introduktionen til metoder og basal videnskabsteori peger iseer frem mod den mundtlige prgve som
afleegges efter aflevering af det skriftlige produkt. Ved bedemmelsen af det skriftlige produkt
legges der ikke specielt vaegt pa refleksion over metoder og basal videnskabsteori, mens der ved
den mundtlige preve optreeder fglgende bedgmmelseskriterium (blandt i alt tre) i SRP-laereplanen:

»eksaminandens evne til at foretage metodiske, tveerfaglige og basale videnskabsteoretiske
overvejelser i forbindelse med projekter og valg af indgaende fag, herunder argumentation
for eventuelt valg af ét fag.«

Det er altsa i forbindelse med den mundtlige preve, at tekstens begrebsapparat iser vil finde
anvendelse. Men forberedelsen til denne sidste del af hele SRP-processen starter allerede ved
begyndelsen med, at der traeffes et reflekteret valg af problemstilling samt de fag, der skal anvendes
til at besvare problemstillingen. Teksten her giver gode rad til, hvad matematikfaget kan og ikke
kan vaere med til.

Det centrale i teksten er begrebet metode. Begrebet forstas her altid som “’en konkret handlings-
anvisning”. En metode er altsa aldrig en abstrakt og ukonkret ting. Aldrig et luftigt begreb langt fra
det arbejde man har lavet. Aldrig en generel seetning der lires af, uden at have konkret betydning i
det arbejde man har udfart.

En metode er altid knyttet til en konkret handling, som man foretager for at finde ud af noget. Man
veelger en metode, fordi man har fornuftige argumenter for, at den vil fgre til, at man finder ud af
det rigtige. Teksten giver saledes ikke anvisninger til at opstille ’standardsatninger”, som altid kan
bruges. Brugen af begreberne ma altid knyttes eksplicit til noget man konkret har gjort.



Teksten er bygget op med seks kapitler efter indledningen. Kapitel 2 vil saledes give en overordnet
introduktion til matematikfagets rolle i SRP-arbejdet, herunder hvilke overvejelser, der bgr indga
nar matematik vaelges som fag. Kapitlet praesenterer tre mader hvor pa matematik kan optraede. Man
kan arbejde i matematik, med matematik og/eller om matematik.

Kapitel 3 praesenterer otte begreber, som kan bruges til at beskrive de metoder, der anvendes, nar
der arbejdes i matematik. Kapitel 4 praesenterer fem begreber, der kan bruges, nar der arbejdes med
matematik. Og endeligt preesenterer kapitel 5 nogle begreber og metodiske overvejelser, knyttet til
det at arbejde om matematik.

| kapitel 6 praesenteres nogle vigtige begrebspar i forhold til at indplacere arbejdet med matematik i
den konstruktion, der kaldes, basal videnskabsteori.

Endeligt vil kapitel 7 give nogle rad til hvordan leereplanens krav om “metodiske og basale
videnskabsteoretiske overvejelser” kan indtenkes 1 den mundtlige prove.

God forngjelse med SRP-arbejdet — med eller uden matematik som fag.

Kasper Bjering Sgby Jensen,
Ishgj, april 2020

Der udsendes samtidig med denne tekst en mere kortfattet oversigt over begreberne i teksten.
Oversigten kan findes pa hjemmesiden https://emu.dk/stx/matematik/fra-fagkonsulenten

Den her foreliggende tekst baserer sig pd teksten Metoder og videnskabsteori i, med og om mate-
matik” udarbejdet til gymnasieleerere sammen med Jens Christian Larsen, som jeg takker for sam-
arbejdet om at udvikle begrebsapparatet, som her praesenteres med gymnasieelever som malgruppe.

Den oprindelige tekst kan hentes her:
https://emu.dk/stx/matematik/fra-fagkonsulenten



https://emu.dk/stx/matematik/fra-fagkonsulenten
https://emu.dk/stx/matematik/fra-fagkonsulenten

2. Om at veelge matematik 1 SRP

2.1 Fag, genstand, metode og viden

| gymnasiet organiserer vi stort set alt arbejde og al viden omkring
fagene i fagraekken. 1 SRP skal man almindeligvis udfgre arbejde
der involverer to fag pa én gang. Det kan derfor veare godt at over-

veje hvad der udger den principielle forskel pa fagene i fagraekken.

Et lidt forsimplet, men her brugbart, bud pa dette, er fagenes
genstandsfelter. Et genstandsfelt er det szrlige udsnit af verden, METODE
som faget er blevet skabt for at studere. I biologi studeres saledes

”det levende og samspillet mellem det levende og det omgivende

milje”, 1 samfundsfag studeres ”danske og internationale

samfundsforhold” og i1 dansk studeres ’dansk sprog og litteratur”.

Hvis ens SRP-problemstilling omhandler en genstand, der harer til et af disse tre genstandsfelter, vil
det veere oplagt at have biologi, samfundsfag eller dansk med i sin SRP.

Fagene adskiller sig imidlertid ikke kun ved det de studerer, men ogsa pa maderne de arbejder.
Inden for hvert fag har der over tid udviklet sig en reekke metoder til at studere netop dette fags
genstandsfelt. Metoderne er naturligvis forskellige, athangigt af om vi studerer ”det levende”,

”samfundsforhold” eller "litteratur”.

Ofte kan en SRP-problemstilling have et fokus, hvor et bestemt fags metode vil ggre god gavn i
undersggelsen af en genstand, som maske hgrer mere til et andet fags genstandsfelt. Sa kan dét vere
en god grund til at have metode-faget med i sin SRP.

Nar et fag har anvendt sine metoder pa en problemstilling inden for sit genstandsfelt, har det
produceret viden. Ud fra sin viden skaber faget en teori om sit genstandsfelt. Fagene har altsa over
tid udviklet en vaerktgjskasse af redskaber kaldet metoder, samt en stor pulje af s&rlig viden og teori
om fagets genstande.

En SRP-problemstilling kan saledes omhandle en genstand, der harer til et bestemt fag, men for at
kunne forsta denne genstand, kan det vaere ngdvendigt at hente viden og teori ind fra et andet fag.
Det kan vare et godt argument for, at dette andet fag ogsa skal indga i ens SRP.

Hvis man skal veelge matematik, skal man altsa overveje om det er genstandsfeltet, metoderne eller
viden og teori fra faget, der er brug for, for at kunne besvare problemstillingen.



2.2 Matematikkens genstandsfelt

Matematikere er meget uenige om hvad matematikkens genstandsfelt pracist er. Nogle mener at
faget slet ikke har et genstandsfelt, men at matematik mere kan sammenlignes med et sprog. De der
mener, at matematik har et genstandsfelt, er uenige om hvor vidt genstandene er opfundet eller
opdaget af mennesker. Uenighederne gealder imidlertid kun det mere filosofiske spgrgsmal om
genstandsfeltet, ikke om hvordan man arbejder med matematiske spargsmal.

Her vil der blive opridset nogle karakteristika ved matematiske genstande, som vi altsa beslutter os
for eksisterer under en eller anden form:

1. Matematiske genstande findes pa den ene side i vores individuelle subjektive bevidsthed nar
vi undersgger dem, men har pa den anden side falles objektive egenskaber.

2. Matematiske genstande er abstrakte og ikke-fysiske. Vi kan altsa ikke studere matematiske
genstande med sanserne, sadan som vi kan med eksempelvis naturvidenskabelige genstande.

3. Matematiske genstande rummer et enormt potentiale til anvendelse uden for matematikken,
f.eks. i de andre fag.

Et eksempel pa en matematisk genstand kunne vare cirklen. Der findes ikke cirkler i den fysiske
verden, men der findes mange ting der med god mening kan beskrives som veerende cirkelformede.
Men cirklen som sadan findes kun i vores tankeverden. Til gengeld er der ingen diskussioner om
formlerne for dens omkreds og areal, herunder verdien af tallet 7z. Cirkler har altsa samme
egenskaber, uanset hvilket menneskes tanker de optraeder i.

Et andet eksempel pa matematiske genstande er tallene. Der findes ikke tal i den fysiske verden.
Der findes fysiske objekter, som mennesker kan beskrive “antallet af” ved at benytte tal. Der findes
feenomener, som kan beskrives med brgker eller negative tal. Men tallene som sadan findes kun i
vores tanker. Alligevel er der ingen diskussion om deres egenskaber — disse er feelles for alle.

De to eksempler passer med den typiske farste tilneermelse til en beskrivelse af matematikkens
genstandsfelt: Tal og form. Men fra gymnasiet kender vi ogsa til f.eks. funktioner.

| perioden fra 1935 og en reekke artier frem forsggte en fransk matematikergrupper kaldet Bourbaki
(gruppen findes stadig) at beskrive alt matematik ved hjelp af sakaldte maengder. En matematisk
genstand var i denne forstand en maengde med en struktur. I mangel pa bedre kan man — uden at ga
dybere ned i emnet her — veelge at sige, at matematikkens genstandsfelt er strukturerede mangder.
Med denne tilgang bliver den matematiske disciplin mangdelare serligt vigtig.



2.3 Matematikkens tilgange

Nar vi udvikler matematiske metoder til at studere matematiske
genstande, er disse ngdt til at veere tilpasset de ovenfor naevnte
karakteristiske egenskaber. Vi skal bruge metoder, som gar os i
stand til at studere abstrakte objekter, der har ophold i vores
tanker mens de studeres. Metoder som gar at forskellige
mennesker er sikre pa, at de studerer de samme genstande.

Samtidig bemarkes at punkt 3 ovenfor er sarligt vigtig. Faget matematik ville ikke have opnaet sin
udbredelse, hvis ikke det var for fagets enorme potentiale til at beskrive feenomener inden for andre
fag og vidensomrader. At bringe matematik i anvendelse er en sarlig side af faget.

Matematik er altsa et fag med to uadskillelige sider. En ren side, hvor vi studerer matematikkens
egne genstande og teori, med matematikkens egne metoder. Og en anvendt side, hvor vi anvender
matematikken, som en metode til at beskrive og undersgge genstande inden for andre fags
genstandsfelter. Endeligt er matematik et fag, der ofte studeres i sig selv. Det kaldes meta-siden.

Disse tre tilgange vil her blive beskrevet som tre forskellige roller matematikfaget kan spille i SRP.
Den rene tilgang, hvor matematik som fag undersgger egne genstande med egne metoder, vil blive
kaldt at arbejde i matematik. Den anvendte tilgang, hvor matematik bruges som metode af et andet
fag til at studere dette fags genstande, vil blive kaldt at arbejde med matematik. Og meta-tilgangen
hvor matematik geres til genstand for et andet fags metoder, blive kaldt at arbejde om matematik.

Nar man skal besvare en konkret problemstilling, skal man altsa skabe sig en eller flere metoder,
som gar det muligt at besvare problemstillingen. | kapitel 3, 4 og 5 vil forskellige komponenter i
matematiske metoder blive forklaret. Det centrale at forsta er, at det altid er den faglige tilgang, dvs.
den rolle matematikken spiller, som styrer valget af metode. Metoden er altsd underordnet den
faglige tilgang og den rolle som matematikken spiller.

De tre roller eller tilgange kan
beskrives med figuren til hgjre.

Bemerk at faget matematik” MATEMATIK F AG F AG

star tre forskellige steder. Dels Mate-

| matematik MED matematik OM matematik

som det fag der “ejer” genstands- matisk
Metode
feltet, dels som metode for et
andet fag og dels som genstand Matematiske
. Genstande
for at andet fag. Det er disse tre
roller vi gerne vil kunne skelne.

Matematik

METODE



2.4 Skal man veelge matematik i sin SRP?

En SRP styres af den problemstilling man gnsker at arbejde med. Det er saledes i princippet ogsa
problemstillingen, der styrer hvilke af ens fag man med fordel bgr inddrage i arbejdet. Man skal
altsa ud fra problemstillingen overveje hvilke faglige metoder, hvilken faglig viden og hvilke
faglige teorier, som bedst kan bidrage til at besvare problemstillingen.

For at vaelge matematik som fag, skal man altsa sikre sig at faget kan spille en eller flere af de tre
roller naevnt ovenfor. Til den mundtlige preve (se kapitel 7), skal man kunne redegare for det
fornuftig i dette valg. Det er altsa ngdvendigt tidligt i processen at have en idé om dette.

Det er her vigtigt at understrege at matematikfaget ofte vil spille to af rollerne eller alle tre roller.
Indgar matematik pa A-niveau, vil der endvidere veare krav om, at faget i en del af opgaven ma
arbejde i matematik, ogsa selvom problemstillingen mest laegger op til de to andre roller.

En faldgrube kan veere, at man pa forhand har besluttet, at matematik bare skal indga. Maske har

man teenkt at skrive om problemstillingen ”Hvornar er en planet beboelig” i valgfaget astronomi.

Hvorvidt matematik kan indga her vil afhenge af, om man kan finde en passende made at arbejde
med matematik som metode til at hjeelpe astronomi.

Det kan maske veere at man vil opstille en matematisk model, som beskriver beboelighed som
funktion af en raekke indgaende parametre. Det kan imidlertid blive et alvorligt problem for
opgaven, hvis det viser sig at man ikke kan opstille en sadan model. Matematik har alene som fag
meget lidt at sige om planeters beboelighed. Er man ikke sikker pa at kunne opstille en sadan
model, ma matematik fraveelges. | stedet kan der maske findes relevante kombinationer med andre
fag, f.eks. biologi, fysik, geovidenskab eller bioteknologi.

Den ideelle SRP-proces bygger pa, at man farst og fremmest leegger sig fast pa en problemstilling,
hvortil man veelger de to mest oplagte fag. Man bgr naturligvis kun veelge matematik til at besvare
problemstillinger, som matematik faktisk kan bidrage til at svare pa.

I mindre ideelle SRP-processer kan man veere fristet til at starte med at veelge et eller to fag, som
man gerne vil have en opgaveformuleringen stillet i. Hvis matematik skal vere et af fagene, sa skal
man naturligvis veelge en problemstilling der passer dertil. Hvis man vil inddrage et samfunds- eller
naturvidenskabeligt fag, bar man veelge en problemstilling, hvor man pa forhand ved at der er en
brugbar matematisk model at arbejde med. Hvis man vil inddrage historie eller dansk, bar man pa
forhand sikre sig, at der er relevant matematik at undersgge. Og er man drevet af interesse for et
bestemt matematisk emne, ma man finde et andet fag, som kan bidrage relevant og med noget, som
matematik ikke selv kan.



2.5 Eksempler pa problemstillinger som matematik kan bidrage til

Betingelsen for at kunne vaelge matematik i SRP er, at man enten har matematik pa A-niveau som
en del af sin studieretning eller at man kombinerer matematik med et studieretningsfag pa A-niveau.
Man kan ogsa kombinere matematik A som valgfag med et studieretningsfag pa B- eller C-niveau.
Endeligt kan matematik pa A-niveau (studieretningsfag savel som valgfag) bruges til enkeltfaglig
besvarelse. Se mere om dette i afsnit 2.6.

| det fglgende vil der blive givet en reekke eksempler pa hvordan de forskellige tilgange/roller
konkret kan se ud. Der er ikke tale om eksempler pa metoder. | alle eksemplerne vil der skulle ske
tilpasning i dialog med din fagleerer og/eller vejleder, far opgaven konkret vil kunne skrives.

e EKsempel 1: Hvordan beskrives beveegelse i tre dimensioner?

MATEMATIK

Problemstillingens veagt pa beskrivelse synes oplagt at appellere til matematik A. Teorien om
vektorfunktioner kan udvides til tre dimensioner og parameterkurver i rummet kan veere modeller af
beveagelse i rummet. Der skal altsa her arbejdes med matematik for at beskrive bevaegelsen, men
ogsa i matematik, for at kunne forsta den teori, som skal anvendes i beskrivelsen.

Problemstillingens andet fag kunne oplagt vaere fysik, idet der her kan arbejdes med teorier, der
begrunder bevaegelsen, og eksperimenter der understgtter beskrivelsen. Men det kunne ogsa veere
informatik, hvor der arbejdes med at programmere bevagelser i tre dimensioner. Og maske
billedkunst kunne arbejde med, hvordan man beskriver en tre-dimensionel bevagelse pa et billede
eller i en serie af billeder. Maske et littereert fag kunne diskutere, hvordan man sprogligt beskriver
en sadan beveaegelse. Matematik kan altsa arbejde sammen med flere fag om problemstillingen.

owvmaemai  EKSEMpel 2: Hvordan startede den videnskabelige revolution?

Problemstillingen synes oplagt at appellere til faget historie, da spargsmalet er af historiefaglig art.
G Som andet fag synes matematik A eller fysik A/B oplagte. Begge fag kan bidrage med viden og
el teorier som opstod i forbindelse med den videnskabelige revolution.

Velges matematik, vil man overordnet set skulle arbejde om matematik. Med historiefaglige
metoder skal det undersgges enten hvilken rolle matematik spillede for den videnskabelige
revolution, og/eller hvordan matematikken udviklede sig i forbindelse med samme. | den
forbindelse vil der formentlig vere brug for at arbejde i matematik, for at forsta relevante dele af
den aktuelle matematiske teori, og muligvis ogsa at arbejde med matematik, for at forsta og give
eksempler pa hvordan den udviklede matematik konkret kunne anvendes til videnskabelige formal.




MED matematik

OM matematik

Eksempel 3: Hvor interesserede er danske unge i politik?

Problemstillingen synes oplagt at appellere til faget samfundsfag, da spgrgsmalet omhandler et
samfundsmassigt forhold. Det kan derudover kombineres med historie, hvis man vil se pa den
historiske udvikling, med dansk hvis man vil undersgge spargsmalet med metoder til analyse af
artikler og litteraere tekster, med psykologi hvis man vil interessere sig for individets motiver for at
engagere sig, og sikkert mange andre faglige vinkler.

Ogsa matematik kan bidrage, hvis man vil anvende kvantitative metoder inden for samfundsfag.
Matematik kan bidrage med statistiske metoder som f.eks. regression og statistiske test, hvor der
kan fyldes et sakaldt y2-test (chi-i-anden-test) oven pa kernestoffet. For matematik A vil der vere
brug for at arbejde i matematik med teorien for regression eller test, mens det for matematik B vil
veere mere oplagt at arbejde med matematik i anvendelsen af statistikken, til at analysere og
konkludere pa f.eks. en spargeskemaundersggelse.

Eksempel 4: Hvordan formidles fraktaler til interesserede unge?

Problemstillingen involverer oplagt matematik, da fraktaler er en sarlig geometrisk figur, som det
vil kreeve et dybdegaende arbejde i matematik at fa hold pa. Derudover skal der arbejdes om
matematik, hvor et andet fags metoder til formidling anvendes pa et matematikfagligt emne. Det vil
typisk veere faget dansk, men kunne maske ogsa veaere mediefag, billedkunst eller informatik.

Eksempel 5: Hvordan kan man designe vekselspandingskredslagb?

Problemstillingen involverer oplagt faget fysik, da vekselspsendingskredslgb er en genstand fra dette
fags genstandsfelt. Der er savel teori fra el-leeren, som mulighed for forsgg med konkrete designs.

Faget kan maske kombineres med fag som musik (hvis eksemplet er en hgjttaler), med arkitektur og
design (i forhold til kredslgbets faktiske udformning) eller informatik (hvis programmering indgar).

Problemstillingen kan ogsa besvares med matematik, som er et velegnet varktgj til at beskrive
vekselspandingskredslgb. Her vil der typisk skulle arbejdes i matematik for at afdsekke den
matematiske teoribygning omkring komplekse tal, og med matematik for at vise hvordan
vekselspandingskredslgb kan modelleres effektivt med komplekse tal.
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2.6 Hvornar kan matematik skrives enkeltfagligt

Hvis man har et gnske om at skrive SRP i ét fag, skal problemstillingen godkendes af vejleder.
Godkendelsen skal ifalge SRP-lzreplanen tage hgjde for »den faglige problemstillings egnethed
som henholdsvis fler- og enkeltfagligt projekt samt elevens mulighed for at inddrage metodiske og
videnskabsteoretiske overvejelser i projektet.«

SRP-lzreplanen beskriver endvidere en raekke faglige mal, som opgaven skal opfylde. | forhold til
metoder og det at skrive enkeltfagligt, er de vigtigste mal, at man som elev skal kunne:

e planlaegge og gennemfare en undersggelse af en problemstilling med anvendelse af viden,
kundskaber og metoder fra indgaende fag

e udvelge, anvende og kombinere forskellige faglige tilgange og metoder

e demonstrere faglig indsigt og fordybelse ved at beherske relevante faglige mal i indgaende fag
og ved at sette sig ind i relevante nye faglige omrader

For de to ferste mal bemarkes at ordet metoder” er skrevet i flertal og, at det samme i andet punkt
galder for “faglige tilgange”. Det er altsd ngdvendigt, at man kan argumentere for, at der i det
enkeltfaglige projekt indgar flere forskellige faglige tilgange og metoder. Dette krav er naesten
automatisk opfyldt med to fag, mens det kraever serlig omtanke at opfylde det med ét.

Samtidig skal man fra det tredje punkt bemaerke, at man skal vise, at man behersker faglige mal og,
at man kan satte sig ind i nye faglige omrader. Hvis opgaven er to-faglig bliver disse krav delt ud
pa to fag. I en enkeltfaglig opgave mister man denne to-faglige kompleksitet, men skal til gengzld
demonstrere en tilsvarende stgrre faglig dybde i det ene fag.

@nsker man at skrive enkeltfaglig SRP i matematik, skal man altsa sikre sig, at der i besvarelsen
indgér mindst “’to metoder” og “to faglige tilgange”. De fglgende tre kapitler i denne tekst giver
ideer til, hvad man kan forstd ved ”metoder i matematik”, og dermed en idé om, hvad man kan
medtage, for at opfylde et sadan krav.

Samtidig skal man forvente, at der stilles veesentligt starre matematik-faglige krav i besvarelsen.
Det siger sig selv, at man pa 20 siders matematik forventes at levere et matematikfagligt set mere
kompliceret indhold, end hvis de 20 sider skal deles med et andet fag. Man ber altsa veere ret sikker
pa, at man kan honorere hgije faglige krav i faget matematik, far man veelger at skrive enkeltfagligt.

De falgende eksempler pa problemstillinger, er velegnede til en matematisk enkeltfaglig besvarelse.
Til hver af dem falger en kort diskussion af hvorfor de netop egner sig til det.
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Eksempel 6: Hvilken geometrisk betydning har udvidelsen af reelle tal til komplekse tal?

Problemstillingen er oplagt en invitation til matematik, da de indgaende genstande er matematiske.
Problemstillingen daekker flere faglige tilgange. Dels indgar en algebraisk tilgang med at udvide de
reelle tal til de komplekse tal, herunder arbejde med notation, definition, seetninger og beviser. Dels
en geometrisk tilgang, hvor den geometriske betydning af f.eks. multiplikation med reelle hhv.
komplekse tal undersgges, med anvendelse af reesonnement og problemlgsning. Begge faglige
tilgange har karakter af at veere arbejde i matematik. @nsker man en sarlig hard udfordring, kan
problemstillingen omhandle talomradet kvarternioner, som er en videreudvidelse af komplekse tal.

Da der i farste omgang er tale om en ren undersggelse af et matematisk objekt, er det oplagt et
arbejde der ma udfares enkeltfagligt. Men samarbejde med andre fag vil nok ogsa veere muligt.

Eksempel 7: Hvordan virker en GPS?

Problemstillingen appellerer til matematikfaget, fordi en GPS i hgj grad er et stykke anvendt
matematik. Dels vil der veere brug for at arbejde i matematik for at opstille relevant teori om
geometri pa overfladen af en kugle. Dels vil der vaere brug for at arbejde med matematik, for at
opstille en konkret model af jordens geografi. Et projekt der spaender over to roller vil stort set
automatisk rumme flere faglige tilgange og metoder.

Problemstillingen er som udgangspunkt enkeltfaglig, fordi den alene forholder sig til den
matematiske side af en GPS’ funktion. Men samarbejde med andre fag som fysik eller
naturgeografi/geovidenskab vil ogsa kunne laves.

Eksempel 8: Opdagede Caspar Wessel en geometrisk fortolkning af de komplekse tal?

Problemstillingen ma oplagt treekke pa matematik, fordi det kraever et arbejde i matematik at forsta,
hvad “komplekse tal” er for en storrelse samt, hvad der menes med “geometrisk fortolkning”.
Problemstillingen kraever ogsa et arbejde om matematik, fordi et udsnit af matematikken skal
undersgges med historie-briller, f.eks. ved at analysere den norsk-danske matematiker Caspar
Wessels athandling ”Om Directionens analytiske Betegning” fra 1799, som en historisk kilde.
Athandlingen udlegges ofte som en ’geometrisk fortolkning af de komplekse tal”, og problem-
stillingen ville kreeve en undersggelse af, om dette er en rimelig udleegning. Opgaven vil ikke
ngdvendigvis veere oplagt at inddrage faget historie i, fordi den ikke lsegger op til en indplacering i
en bredere historisk sammenhang. Derfor kan problemstillingen besvares enkeltfagligt.
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3. Metoder til arbejde | matematik

Nar der arbejdes i matematik kraeves der metoder, som kan bruges til at tilga og undersgge
matematiske genstande. Da disse er abstrakte og ikke-fysiske, kan vi ikke bruge de forskellige
metoder som kendes fra natur- og samfundsvidenskaberne. Vi kan ikke lave et eksperiment i et
laboratorium, vi kan ikke lave feltobservationer, og vi kan ikke lave spgrgeskemaer eller interviews.

Vi har altsa brug for metoder, der kan gere et abstrakt tanke-objekt sa konkret, at vi kan handtere en
undersggelse af det. Og som sikrer at to forskellige mennesker kommer til samme resultat, hvis de
pa korrekt vis undersgger samme objekt. Vi skal altsa have et sprog til at kommunikere med
hinanden om matematiske objekter. Her er matematikkens notation og begreber serligt vigtige.

Dernaest har vi brug for en made at opbygge matematisk teori pa, sa den viden der indsamles kan
gemmes til senere brug, bade for en selv og for andre. Her er begrebet s&tning centralt.

Vi har ogsa brug for metoder til at finde svar pa spgrgsmal om matematiske objekter, samt at kunne
godtgare at vores teori er korrekt. Her vil vi tale generelt om metoder som problemlgsning,
resonnement, bevis og eksperiment.

Endeligt vil vi her tale om eksemplet som en matematiske metode til pa selvstendig vis at
anskueliggere abstrakte pointe. F.eks. indholdet i en matematisk satning.

Pa de falgende sider karakteriseres otte forskellige begreber, som kan bruges til at beskrive metoder
til at arbejde i matematik i en SRP:

1. Notation

2. Begrebsafklaring
3. Teorifremstilling
4. Problemlgsning
5. Reesonnement
6. Bevis

7. Eksperiment

8. Eksempel
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3.1 Notation

Det matematiske symbolsprog er kendt fra den daglige undervisning. Symbolerne for tallene, f.eks.

de naturlige tal ’1,2,3, ...”, de hele tal ”... — 3,—-2,-1,0,1,2,3, ...”, rationale tal som E 0og — % 0g

visse sarligt paene irrationale tal som 7 og /3, er kendte. Det samme gaelder symboler der knytter
sig til regning, f.eks. a + b, a - b og a®. Disse symboler er ngdvendige, for at vi kan udforske
tallene og deres egenskaber,

Ogsa symboler for vektorer, d og AB, samt symboler for regning med vektorer, eksempelvis a + b,

5-d og det(d, E), kendes. Ogsa disse symboler er nadvendige for, at vi kan udforske vektorerne og
de geometriske objekter, som de kan anvendes til at beskrive.

| geometrien har vi ogsa symboler for punkter, f.eks. 4, B, C og for linjestykker, f.eks. AB, BC, og
AC. Trekanten med A, B og C som hjgrner, kan skrives AABC, og ofte kalder vi sidernes leengder
for a, b og c, som forkortelse for udtrykkene |BC|, |AC| og |AB|. Ofte kalder vi rette linjer ved
symboler som [ og m, mens cirkler af og til navngives med et symbol som C.

Omkring funktioner indfares symboler som f, g og h, samt f(x) og f(5). Ogsa symbolerne f'(x)
0g %f(x) indfares, og for funktioner af to variable symbolet a%f(x, y). Symbolet [ f(x) dx

indfares for en familie af funktioner, mens symbolet ff f (x)dx indfares for et bestemt tal.

Indferelsen af det matematiske symbolsprog, er det metodiske greb vi foretager, for at gare de
matematiske objekter synlige. | teorien kunne meget matematik godt undersgges uden, men det ville
veere meget svert. Prov f.eks. at formulere lgsning af en andengradsligning uden brug af symboler.

Symbolsproget gar det samtidig muligt for os at tale sammen om matematik pa tvers af alle gran-
ser. Sa selvom symbolsproget principielt kan veelges frit, sa er tilegnelsen af det felles standard-
symbolsprog en vigtig del af det at leere matematik, og dermed af at skrive SRP med matematik.

| en SRP vil der ofte som del af metoden vaere brug for, at man indferer en notation som er ny for
en selv og serligt knyttet til det emne der arbejdes med. Eksempler kunne vare fglgende:

I maengdeleeren kan det veere symboler som @, ”x € A”,”AU B”,”A € B”,”A X B” 09 " (A)”.
| formel logik kan det veere symboler som ”A”, ”—A”, ’AANB”,”A = B” 0g ’A & B”.

| arbejde med uendelighed kan det vaere symboler som Y. a,,” 09 "[Ip=1 an”-

Inden for talteori kan det veere symboler som ”A MOD B”, ”’sfd(a, b)”, ”[X],”, ”’|” 0g "{”.

n

| arbejde med dobbeltintegraler ma man kunne arbejde med symbolet ff ( f;((;)) fx,y) dy) dx”.
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3.2 Begrebsafklaring

De matematiske symboler siger i sig selv ikke noget, om de objekter vi gerne vil bruge dem til at
beskrive. Vi er ngdt til ogsa at indfgre matematiske begreber, som pracist afgraenser de
matematiske objekter vi gerne vil undersgge, samt de egenskaber de eventuelt matte besidde.

Ofte har man en reekke klare forestillinger om, hvad et bestemt objekt er. Teenk f.eks. pa en cirkel.
De fleste mennesker kan med meget stor praecision afggre, om en given figur er en cirkel eller en
ikke-cirkel. Men prov at overveje hvad en cirkel egentlig er? Hvordan forklarer man det?

Samme spgrgsmal kunne stilles om en anden plangeometrisk figur, parablen. Den kendes fra grafen
for andengradspolynomiet. Men grafen for f(x) = x* ligner ogsa en parabel, men er det ikke. Hvad
gar egentlig en figur til en parabel? Parablen og cirklen er begge eksempler pa en mere generel
familie af figurer, der kaldes for keglesnit. Hvad kendetegner mon dem? Og er der flere end de to?

Begrebet funktion fylder ganske meget i gymnasiets matematikundervisning. Men hvad er egentlig
en funktion? Det lader sig kun afklare om noget er eller ikke er en funktion, ved at have en pracis
definition af begrebet. Overvej f.eks. hvorfor en liste over eleverne i en gymnasieklasse samt deres
fraveersprocent er en funktion, mens udtrykket y? = 1 — x?2 ikke er det.

Et fjerde eksempel er begrebet sandsynlighed, som for de fleste har en oplagt hverdagsbetydning,
som kan forklares med ord som chance eller risiko. Men reelt er dette blot to ord for det samme som
sandsynlighed. Og da et begreb ikke kan forklares ved at bruge begrebet, ma en mere pracis
forklaring til. Hvis et eksperiment udfares n gange og frekvensen af udfaldet x er f(x), da vil vi
sige at sandsynligheden p(x) for x per definition er: p(x) = 711% f(x).

Pointen er, at man ikke kan begynde at opna sikker viden om cirkler, parabler, funktioner og
sandsynligheder, for det er blevet preecist afklaret hvad der karakteriserer disse objekter. Vi kalder
en sadan afklaring for en definition.

Ogsa de egenskaber et objekt kan have, afklares ved en definition. Eksempelvis kan det afklares ved
en definition, hvad der menes med, at en funktion er kontinuert, voksende eller differentiabel.

| en SRP er det metodisk ngdvendigt at lave meget preecise afklaringer af de objekter der
undersgges, de egenskaber der beskrives, og i forlengelse heraf den tilhgrende notation.

| en SRP om fraktaler er det f.eks. ngdvendigt at definere hvad en fraktal er og hvad der forstas ved
begrebet dimension. | en SRP om uendelige reekker, ma begreber som talfglge og reekke defineres
preecist, far deres egenskaber kan undersgges. |1 en SRP om lineer algebra, vil en pracis definition
af begreber som matrix og vektor, samt tilknyttede regneregler, vaere centralt.
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3.3 Teorifremstilling

En stor del af de resultater der opnas inden for matematikfaget, har form af s&tninger. En satning
er almindeligvis et udsagn med en generel betydning for mange varianter af en bestemt type objekt.
Det mest beramte eksempel pa en s&tning er Pythagoras s&tning, som udtrykker en sammenhang
mellem siderne i enhver retvinklet trekant. Seetningen gelder altsa generelt.

Men der gelder mange andre seetninger om retvinklede trekanter. F.eks. en s&tning om
bestemmelse af dens areal, om dens vinkelsum og en sa&tning om relationerne mellem trekantens
sider og vinkler (involverende sinus, cosinus og tangens). Alle disse s&tninger udger til sammen en
matematisk teori om retvinklede trekanter.

Denne matematiske teori kan bruges til at udvikle andre matematiske teoribygninger. F.eks. kan
teorien om vilkarlige trekanter (kaldet trigopnometrien) udledes fra teorien om retvinklede trekanter.
Dele af teorien om vektorer treekker pa teorien om retvinklede trekanter. Dele af funktionsanalysen
(f.eks. lengden af en kurve), bygger pa teorien om retvinklede trekanter.

Pa tilsvarende vis findes en teori om integration af funktioner (integralregning). Denne teori bestar
af en lang raekke s&tninger, som ger det muligt at integrere funktioner. Men teorien finder ogsa
anvendelse i sandsynlighedsregningen, nar en raekke resultater om kontinuerte fordelinger (f.eks.
normalfordelingen) skal udledes.

Nar der arbejdes i matematik, er der ofte brug for at ssmmenfatte en raekke relevante elementer af
en teori i én samlet fremstilling (som ogsa indeholder definitioner og introduktion af symbolsk
notation), sa teorien kan bringes i anvendelse ved svar pa det spargsmal der skal undersgges.

At lave en brugbar fremstilling af ngdvendig teori er en del af den metode der anvendes, nar der
arbejdes matematisk, fordi studier af matematiske objekter netop ikke har andet grundlag, end
teorien selv. Alle nye” studier baserer sig pa gamle studier.

Fremstillingen af teori fordrer almindeligvis, at et antal definitioner og satninger praesenteres. Ofte
indfgres disse med en nummerering, som konstrueres til den konkrete brug i opgaven. Det ger det
muligt i en senere argumentation for lesning af konkrete opgaver eller udledning af ’ny” teori at

referere til tidligere fremstillet teori ved at henvise til definition X” og “’s&tning Y.

En del matematisk teori betjener sig af andre ord for mindre centrale setninger, f.eks. ’hjalpe-
setning”, ”lemma”, “’korollar” og “proposition”. Ordet “teorem” anvendes ogsa nogle gange.

Naturligvis er teori i en SRP sjeldent egte "nyt”, men udledninger af kendt teori. En sarlig vigtig
opgave her er at forsgge at fremstille teorien pa sin egen made, i sit eget sprog — ikke ved plagiat”.
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3.4 Problemlgsning

En af matematikkens store styrker, er den mangfoldighed af problemer, som kan lgses i faget. Her
er tale om konkrete problemer, med et specifikt svar — og ikke f.eks. beviser for teoretiske
setninger, som leverer mere generelle svar.

Klassiske problemer som lgses i matematik, kan veere lgsning af ligninger og differentialligninger,
undersggelse af funktioner (f.eks. ved differentiation og integration), bestemmelse af egenskaber
ved geometriske figurer, besvarelse af sandsynlighedsteoretiske problemer, spektakulaere problemer
inden for tallenes verden osv.

Nar der skal lgses konkrete problemer, som en del af metoden i en SRP, kan der skelnes mellem tre
principielle problemlgsningsmetoder:

Analytisk metode:  Nar problemet analyseres ved hjalp at matematiske reesonnementer. Det
kan f.eks. veere at en ligning lgses ved lovlige omskrivninger og en
funktion differentieres ved hjeelp at regneregler for differentiation.

Numerisk metode: Nar problemet lgses, ofte tilneermet, ved hjeelp af konkrete beregninger.
Det kan vere en ligning der loses ved “at prove sig frem” eller en
differentialligning der loses “skridt for skridt”. Det kan ogsa veere ved at
finde en omtrentlig vaeksthastighed som linjehaldning gennem to
konkrete datapunkter eller integration ved et tilneermet areal. En
numerisk metode kan vare opfundet til lejligheden, men der findes ogsa

en rakke numeriske ”’standardmetoder”.

Grafisk metode: Nar problemet anskueliggeres ved hjeelp af grafiske fremstillinger. Det
kan f.eks. veere grafer for funktioner eller skitser af figurer. En ligning
kan f.eks. lgses tilneermet ved at tegne eller skitsere graferne for
udtrykkene pa hver side af lighedstegnet og finde skaeringspunkter. Og en
veeksthastighed kan bestemmes tilnaermet, ved at indtegne en omtrentlig
tangent til en tegnet eller skitseret graf.

I langt de fleste SRP’er med matematik, vil problemlgsning veere en central del af metoden. Det
gaelder bade for en SRP skrevet 1 ren matematik™ og en SRP med “anvendt matematik™. Det vil 1
den slags situationer veere serdeles klogt at kunne skelne mellem eksempelvis de tre ovennavnte
problemlgsningsmetoder.

Listen med tre typer metode til problemlgsning er ikke ngdvendigvis udtemmende. Stgder man pa
en problemlgsningstype, der ikke deekkes af de tre ovennavnte, tager man den naturligvis med.
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3.5 Raesonnement

Det matematiske reesonnement er en central del af de fleste matematiske metoder. Det typiske
matematiske raesonnement er bygget over sakaldt implikation: ”Hvis A, s& B”. Eksempelvis:

Hvis f’ er positiv for alle x € I, sd er f voksende i I.

Hvis 2C i AABC erret, sder |[AB|? = |AC|? + |BC|?

Hvis haendelsen H bestar af m ud af n lige sandsynlige udfald, sa er p(H) = %
Det folger af reglerne for resonnementer, at alene fordi ”Hvis A, sa B”, sa kan vi ikke slutte at
“Hvis B, s A”. F.eks. er udsagnet ”Hvis f er voksende i I, sa er f' positiv for alle x € I ikke
sandt. Der kan eksistere et eller flere x € I, sdledes at f'(x) = 0. Og sandsynligheden for en hand-

else H kan sagtens vaere p(H) = % uden at haendelsen bestar af m ud af n lige sandsynlige udfald.

Det er til gengaeld sandt, at hvis der i AABC galder |[AB|? = |AC|? + |BC|?, saer 4C ret. | et
sadan tilfeelde, hvor der bade geelder “Hvis A, s B” og “Hvis B, s& A”, der taler vi om
biimplikation. Ofte vil vi da sige, at der gaelder: A hvis, og kun hvis, B” eller ”A netop hvis B”.

| resonnementer udnytter vi ogsa, at et matematisk udtryk A kan negeres. Det vil sige, at der findes
et modsat udtryk vi kalder ikke-A. Et af logikkens mest fundamentale principper er, at der altid
geelder enten A eller ikke-A. Aldrig begge dele og aldrig ingen af dem. Heraf fglger ogsa, at det
modsatte af ikke-A, dvs ikke-ikke-A, er A.

Af dette princip kan vi udlede princippet om kontraposition. Hvis der geelder ”Hvis A, s& B”, s ma
der ogsé galder “Hvis ikke-B, sa ikke-A”. Hvis B nedvendigvis gzlder, ndr A gelder, sa ma det at
B ikke geelder, ngdvendigvis gere at A heller ikke geelder. Et eksempel:

Hvis f er differentiabel, sa er f kontinuert.
Dette er et korrekt og sandt udsagn. Af dette fglger nadvendigvis at ogsa falgende er sandt:
Hvis f ikke er kontinuert, sa er f ikke differentiabel.

Kan man vise at der galder "Hvis ikke-B, sa ikke-A”, har man alts4 vist at der ogs& galder “Hvis
ikke-ikke-A, sa ikke-ikke-B”, der er det samme som “Hvis A, si B”. Man kan altsi argumentere
entydigt for "Hvis A, sd B”, ved at vise at Hyvis ikke-B, sa ikke-A”.

Raesonnementer indgar som en nermest uundveerlig del af enhver matematisk metode. Det er derfor
meget vigtigt, at man er i stand til at eksplicitere hvornar man bruger dem, og hvilken type slutning
de baserer sig pa.
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3.6 Beviset

Den matematiske teori er, som omtalt i afsnit 3.3, opbygget af setninger.

Forudssetninger

Den helt centrale metode i matematikken til at godtgere, at en setning er
sand, er det matematiske bevis. Et bevis er en formel logisk udledning af,

at en given satning er sand, fordi en reekke udsagn der gar forud for
setningen — kaldet forudseetninger — er sande. Beviset er i den forstand et Szetning
meget stringent og formelt reesonnement (eller keede af reesonnementer).

Forudsatningerne for en seetning er ofte af fire forskellige slags:

Seetninger, som allerede er blevet bevist.
Definitioner, som klarlaegger en pracis betydning af indgaende begreber.

Aksiomer, som er en slags “satninger”, der er sa simple, at det er besluttet at de er sande.
Antagelser, som er udsagn, der antages at geelde i den konkrete situation.

| den matematiske litteratur skelnes ofte mellem en reekke forskellige typer af beviser:

Direkte bevis:

Fra udgangspunktet A; vises A,, som farer til A5, som farer til A4, osv. frem til at
A, forer til A,,. Af denne kaede af implikationer falger: Hvis A4, sa A,,.

Kontraposition: Princippet er omtalt i afsnit 3.5 og gar kort sagt ud pa, at hvis man kan vise at

Modstrid:

Induktion:

Modeksempel:

“Hvis ikke-B, sa ikke-A”, s har man ogs4 vist at der geelder “Hvis A, si B”.

Hvis man vil vise A, kan man antage at der gaelder ikke-A og sa vise at dette farer
frem til at der bade geelder B og ikke-B. Da der aldrig kan gealde bade B og ikke-
B, kan der saledes ikke gaelde ikke-A, og dermed ma der gelde A.

Hvis man kan vise, at hvis et udsagn gelder for tallet n, sa geelder det ogsa for
tallet n + 1, samt vise at det geelder for n = 1, sa har man vist at udsagnet geelder
for alle n > 1. For hvis det geelder for n = 1, geelder detogsa forn =1+ 1 = 2.
Men hvis det geelder for n = 2, geelder det ogsa forn = 2 + 1 = 3, osv.

Hvis det pastas, at for alle x geelder en egenskab P(x), sa er det nok at vise at der
findes ét x, hvorom der galder ikke-P(x), for at have bevist at pastanden ikke
geelder. F.eks. kan pastanden om, at for alle reelle tal x, gaelder at x? > 0, bevises
falsk ved at opstille modeksemplet x = 0 om hvilket der gaelder x2 = 0 # 0.

Beviser er centrale i de fleste SRP’er med matematik. En udfordring er altid at gare et bevis til sit
eget”. Men ét aspekt af dette kan vaere, at man kan diskutere det ud fra ovenstaende begreber.
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3.7 Eksperiment

Eksperimentet er som metode velkendt i naturvidenskaberne, mens det i mindre grad kendes i
matematikken. Men i matematik kan man sagtens udfare eksperimenter, og opna omtrent samme
erkendelse ved det, som i et naturvidenskabeligt fag.

Et eksperiment er en styret undersggelse, hvor der i en given situation indgar en eller flere ukendte
starrelser (ofte kaldet parametre). VVed at gentage situationen et passende stort antal gange, hvor
alene én af parametrene varieres fra gang til gang, kan der opnas nogle formodninger om og
indsigter i, hvilken betydning den pageldende parameter har i situationen.

Det er vigtigt at forstd, at et eksperiment principielt set nasten aldrig giver os sikker viden om
matematikken (udover som modeksempel, der beviser en pastands ukorrekthed). Et eksperiment er
en undersggelse af et endeligt antal tilfelde, og vi kan ikke alene ud fra eksperimentet vide, om
konklusionen vil holde i alle de andre (typisk uendeligt mange) tilfelde.

Det betyder ikke at eksperimenter er ubrugelige. | naturvidenskaberne har eksperimentet samme
reekkevidde. Nok sa mange bestemmelser af tyngdeaccelerationens stgrrelse kan give os en klar
forventning om, at den ogsa i naste eksperiment er det samme. Men aldrig principielt sikker viden.
Det afholder ikke naturvidenskab fra eksperimenter, og bar heller ikke afholde matematik fra det.

Et klassisk eksempel pa en pastand, der aldrig er bevist eller modbevist, er Goldbachs formodning. |
1742 fremsatte matematikeren Christian Goldbach en formodning om, at ethvert lige tal stgrre end
2, altid vil kunne skrives som en sum af to primtal. Formodningen er aldrig blevet bevist analytisk,
men computer-eksperimenter har vist, at det gaelder for alle lige tal op til 4 trillioner. Om det ogsa
geelder for alle andre er ubevist — eksperimentet viser alene at det geaelder for disse tal. At eksperi-
mentet ikke giver endelig viden, har ikke afholdt professionelle matematikere fra at lave det.

Fra undervisningen kendes typisk eksperimenter med “skydere” i et graf-veerktgj, hvor f.eks. en
parameter i forskriften for et andengradspolynomium varieres, for at fa et indtryk af hvilken
betydning parameteren har for udseendet af funktionens graf. En saledes indhgstet formodning kan
ofte senere gares til genstand for et formelt bevis.

Fra undervisningen kendes ogsa til simuleringer af sandsynlighedsfaenomener, f.eks. test af en
nulhypotese. Ogsa her sluttes der noget om forventningen til nulhypotesen, ved at kigge pa et
endeligt antal udfarelser af et eksperiment. Sikker viden giver det ikke, men en formodning opnas.

| en SRP er det naturligvis helt legitimt at inddrage eksperimenter, som en del af sin matematiske
metode. Der vil naturligvis veere en forventning om, at man er i stand til at diskutere reekkevidden af
de konklusioner, der kan drages ud fra en sadan metode.
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I matematik

3.7 Eksempel

| SRP er det ofte en udfordring at skulle gengive et bevis, et reesonnement, lgsningen af et problem
eller praesentationen af et begreb eller symbolnotation, sa det fremstar som ens eget arbejde.
Problemet opstar, fordi man ofte henter sin viden i en eller flere kilder, hvor det hele mere eller
mindre er praesenteret, men ikke bare ma gengive andres arbejde (hvilket er plagiat).

En lgsning pa dette er naturligvis, at man forsgger at gare indholdet til sit eget, ved at skrive det i sit
eget sprog. Det er i denne sammenhang helt centralt, at man sgrger for at lave en falles notation
gennem hele opgaven, selvom forskellige kilder matte bruge forskellig notation.

En anden “metode” er at udarbejde et eller flere gode eksempler pa en definition, en symbolbrug,
anvendelse af en seetning, lgsning af problem mv. Her skal man ikke kopiere eksempler fra de kilder
man benytter, men selvstaendigt opstille eksempler. Det kan godt haevdes ikke at vere en rigtig
“metode” til arbejde i matematik, men i SRP-brug er det relevant at taenke pa det at “opstille et godt
eksempel”, som en del af arbejdet med det matematiske stof og for at vise selvstendighed.

En serlig slags eksempel, er det patologiske eksempel, som er et “vildt” eksempel pa at noget der
virker indlysende, ikke ngdvendigvis gelder. F.eks. forekommer det oplagt, at en funktion der alle
steder er kontinuert, ogsa ma veere differentiabel nogle steder. Men matematikeren Weierstrass har
opstillet sin sdkaldte monsterfunktion”, som er alle steder kontinuert, men ingen steder
differentiabel. Dette er et eksempel pa et patologisk eksempel i matematik.

3.8 Eksempler pa metode i matematik i SRP
Eksempel 9: Firfarveproblemet

| matematik eksisterer det sakaldte firfarveproblem, som populert sagt gar ud pa at bevise, at
ethvert landkort kan farveleegges med hgjest 4 forskellige farver (sa intet territorium greensende op
til hinanden behgver at have samme farve).

| en SRP om dette problem vil der metodisk veere behov for en praecis definition af et landkort”,
fremstille elementer af sdkaldt ”grafteori”, indfere et helt serligt symbolsprog knyttet til denne
teoribygning samt en raekke problemlgsningsteknikker knyttet til diskret (endelig) matematik.

YDet serlige ved firfarveproblemet er, at det kreever en sa omfattende regnekraft at udfare beviset,
at det ikke har ladet sig gare far opfindelsen af computeren. Det kalder pa relevante metodiske
overvejelser om raeekkevidden og accepten af en meget sarlig type bevis.
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mema EkSemMpel 10: Det gyldne snit

| en SRP om det sakaldte gyldne snit, vil der metodisk veere et behov for at afklare indholdet i
begrebet, samt de begreber fra simpel geometri der gar forud. Der er behov for analytisk
problemlgsning, for at lgse den andengradsligning, der kan opstilles ud fra definitionen, til

145
2

bestemmelse af det tal (¢ = ), som vi kender som “’det gyldne forhold”.

| et forsgg pa at arbejde videre med betydningen af dette tal, kan en fremstilling af notation, begre-
ber og teori knyttet til de sakaldte Fibonacci-tal veere oplagt. | relation til dette emne er der mulig-
hed for at udbygge sin metode med savel problemlgsning, som raesonnementer af forskellig art.

| relation til Fibonnacital og tallet &, kan man eksempelvis stgde ind i Binets formel, som ger det
muligt at beregne Fibonacci-tal nummer n. Beviset for denne formel treekker pa en reekke
forskellige bevistyper, bl.a. kan der indga en satning som forudsatning, hvor der kraeves et
induktionsbevis. Det giver saledes anledning til en reekke metodiske overvejelser om beviser.

meemetk - Eksempel 11: Lineger algebra

| en SRP om lineeer algebra, vil der veere et indledende metodisk behov for at afklare de serlige
objekter, der knytter sig til omradet (vektorrum, underrum, matricer, mv.), samt den sarlige
notation der harer til. Der vil endvidere veere behov for at fremstille den tilhgrende teori, som bl.a.
beskriver regler for regning med vektorer og matricer. Det vil vaere muligt, som en del af metoden
at udfgre en raekke reesonnementer og mindre beviser for satninger.

| forleengelse af indledende metodiske redegerelser for begreber, notation og teori, er det ogsa
muligt at bruge den lineare algebra til at udvikle en reekke problemlgsningsmetoder inden for andre
felter. Det geelder f.eks. lgsning af linezre ligningssystemer og i forleengelse af dette, lgsning af
systemer af koblede lineeere differentialligninger.

De mange regneregler, sma setninger og muligheden for at udlede problemlgsningsmetoder, ger det
oplagt at udvikle en reekke gode eksempler selv.
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4. Metoder til arbejde med matematik

Nar der arbejdes med at anvende matematik som metode, det vil sige som redskab inden for andre
fag, sa taler vi her om at arbejde med matematik. Matematikkens anvendelighed i andre fag er helt
afgerende for, at matematik har en sa central rolle i skolesystemer over hele verden.

Nar matematik bringes i anvendelse i et andet fag, sker det med brug af matematiske modeller. En
matematisk model er et matematisk objekt, ofte en funktion eller en geometrisk figur, der med god
tilnaermelse kan siges at repraesentere et udsnit af den ikke-matematiske virkelighed.

Et eksempel pa en matematisk model kan vaere funktionen N (t) givet ved

2,2
1+ 1,09-0,9636! °

N(t) =

hvor N(t) angiver befolkningstallet i Kina, malt i milliarder mennesker, og t angiver tiden malt i
antal ar efter 1985. Funktionen er en sakaldt logistisk vaekstfunktion og pastanden er, at den
beskrevne sammenhang mellem variablene ¢t og N, med god tilnaermelse kan beskrive
sammenhangen mellem tiden og befolkningstallet i Kina.

Der er tale om en model. Det betyder at funktionen er en afspejling af virkeligheden — den er ikke
virkeligheden. Det faktiske indbyggertal i Kina kan naturligvis ikke beskrives endegyldigt ved
denne funktion. Men funktionen afspejler vigtige sider af Kinas indbyggertal. F.eks. hvordan
udviklingen er forlgbet og forventes at forlgbe, og hvor stort befolkningstallet omtrent er pa et
bestemt tidspunkt.

| et andet eksempel kan den sakaldte cirkelbro i Kgbenhavn (billedet t.v.) modelleres med fem
udsnit af cirkler placeret i et koordinatsystem (figuren t.h.). Ogsa her ma vi sige, at modellen ikke er
virkeligheden, men et forsgg pa at afspejle virkeligheden. Modellen kan imidlertid godt hjelpe med
at give brugbare svar pa spgrgsmal om cirkelbroen.

A
\7 \ » (1)
L
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I en SRP hvor matematik anvendes i et andet fag, til at beskrive genstande fra dette andet fag, vil
der veere et sarligt fokus pa denne anvendelse. Det drejer sig bade om sammenhangen mellem
modellen og det objekt den sgger at beskrive, samt om den rent matematiske undersggelse af
modellen. Det sidste vil ofte have karakter af, at der arbejdes i matematik.

En matematisk model er altsa en forbindelse mellem et udsnit af virkeligheden og noget
matematik”. Udsnittet af virkeligheden kaldes for modellens kontekst. Hvis vi kalder
virkelighedsudsnittet for S, matematikken for M og forbindelsen mellem de to for R, s kan en
matematisk model beskrives i falgende figur. Figuren viser at virkeligheden har en kompleks og
sveert beskrivelig form, mens matematikken er ”pan og glat”. Modellen kobler konkrete ting” 1
virkelighedsudsnittet med konkrete dele af den udvalgte matematik.

R

Nar den anvendte metode skal beskrives, er der brug for begreber til at beskrive hvordan der
arbejdes mellem virkelighed og matematik. | det falgende beskrives fem komponenter i en metode,
hvor der anvendes matematik som metode i andre fag.

e Modelanvendelse. Det at anvende en konkret model — uanset hvor man har denne model fra
—til at besvare spargsmal om ikke-matematiske forhold beskrevet af modellen.

e Modellering. Den samlede proces med at opbygge en matematisk model, sa den kan
anvendes til at besvare spargsmal om ikke-matematiske forhold. Herunder grundige
overvejelser om grundlaget for modellen.

e Modelanalyse. Det at undersgge grundlaget for en foreliggende model hentet i en kilde.
Herunder de grundleeggende antagelser som modellen baserer sig pa.

e Modelvurdering. Det at vurdere om en foreliggende model giver egnede og realistiske svar
pa de spgrgsmal, man stiller til den.

e Modelkritik. En grundleeggende vurdering af hvilke hensyn og interesser, som kan ligge til
grund for den made en foreliggende model er skruet sammen pa.
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4.1 Modelanvendelse

Nar en matematisk model anvendes til at besvare spgrgsmal inden for et andet fag, taler vi metodisk
om modelanvendelse. En modelanvendelse forholder sig ikke til hvor modellen kommer fra. Det
kan altsa bade vare en man selv har opstillet, og en der er hentet andet steds, f.eks. i litteraturen.

En modelanvendelse handler grundleeggende om, at et spergsmal fra ’den virkelige verden” enskes
besvaret. Den gennemlgber almindeligvis tre delprocesser, som det kan veere fornuftigt at omtale i
forklaringen af en modelanvendelse:

o

e Matematisering: Nar ”spergsmalet fra den virkelige verden” oversattes til et matematisk
spergsmal” inden for modellens rammer, s taler vi om at det virkelige spergsmaél bliver
matematiseret. Man oversatter altsa et "virkeligt spergsmal” til et matematisk spargsmal”.

e Matematisk analyse: Nar der findes et “matematisk svar” pa det “matematiske sporgsmal”,
tales om en matematisk analyse. Her arbejdes som udgangspunkt i matematik, uafhaengigt af
konteksten. | den matematiske analyse arbejdes altsa rent med matematik.

e Fortolkning. Det opndede “matematiske svar” skal til sidst oversettes tilbage til den
virkelige kontekst. Det kaldes en fortolkning.

Et eksempel pa et virkeligt spergsméal”, kan

. o Virkelighed Matematik
veere hvor hej er en 2 ar gammel hest?”. Det N
0 . Hvor hej er serin

spergsmél kan ikke besvares blot ved at tenke  spgrgsmal [enzir  jombe] Bestems12)

. . ° . gammel hest?
sig meget grundigt om, sa der er brug for hjelp.

. . L Matematisk analyse
Hvis man et sted fra har en model i form af en
funktion, som beskriver en sammenhang mel- En 2 ir Fortolkning
0y, : o . Svar lhest [e=D"=—= [{2)=110

lem hestens alder x (mélt i &r) og hestens hgjde or 110 cm hoj.

f(x) (malt i cm), kan man sperge denne model.

Virkelighedsspargsmalet matematiseres ved, at oplysningen 2 &r gammel hest” overszttes til det
matematiske udsagn x = 2 og spergsmalet hvor hej er en 2 ar gammel hest” oversattes til
matematikspargsmalet “bestem f(2)”.

Herefter udfares en matematisk analyse, hvor der opnas et matematisk svar. F.eks. f(2) = 110.

Dette svar skal fortolkes tilbage i virkeligheden. Da f (x) er hgjden af en x ar gammel hest, malt i
centimeter, sa angiver £(2) = 100, at en 2 ar gammel hest ifalge modellen har hgjden 110 cm. Via
modellen finder man altsé virkelighedssvaret: ”En 2 &r gammel hest er 110 cm hgj.”
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4.2 Modellering

Oplevet

Den proces hvor der skabes en model, som Py 0 0 = ~

. . . (f) Pmct.:y'.‘/val.'.lermg {a) Mo tyering
skal bruges til at beskrive et udsnit af
Vlrke“gheden’ kaldes mOde“erlng' Handling/erkendelse Undersegelsesomréde
Processen beskrives ofte som en cirkulaer o) Poriplening (b) systematisering
proces, som det kan veere ngdvendigt at i e
gennemlgbe flere gange, for modellen er ' s
faerdig. Processen beskrives her med seks L T

delprocesser, som vist pa figuren til hgjre.

a)

b)

d)

f)

» Matematisk system +—

Motivering: Den oplevede virkelighed er uendeligt komplekst og kan aldrig beskrives
fuldsteendigt. Modelleringen starter med at udvelge et velafgraenset udsnit af virkeligheden,
som her kaldes undersggelsesomradet. Det kan f.eks. vere at man fra 2. verdenskrig”
samlet set, gnsker at undersgge udfaldet ét bestemt slag.

Systematisering: Fra undersggelsesomradet udveelges et system med nogle fa vigtige
egenskaber, som gnskes beskrevet. Det kan f.eks. vaere at man gnsker at fokusere pa antallet
af tanks pa hver side af slaget, herunder hvor effektive tanksene pa hver side er.

Matematisering: Det valgte system oversettes nu til et matematisk system. Det kunne f.eks.
veaere et system af koblede differentialligninger, som hver iseer beskriver hvordan antallet af
tanks pa hver side udvikler sig (f.eks. med en sakaldt Lanchester-model).

Matematisk analyse: Med matematiske metoder kan det matematiske system nu undersgges
for forskellige egenskaber. Det kan f.eks. veere at man finder lgsninger til systemet af
differentialligninger, samt undersgger egenskaber ved disse lgsninger.

Fortolkning: De opnaede resultater og erfaringer oversattes nu tilbage til den kontekst
modellen beskriver, hvor det kan give anledning til handling eller erkendelse. Det kan vaere
udvikling i antallet af tanks med tiden, samt hvilken side, der fgrst mister alle tanks.

Procesevaluering: De indhgstede erkendelser eller handlinger afpreves op imod
virkeligheden. Holder resultaterne? Her kan man f.eks. veere at sammenligne med faktuelle
data for hvordan det pageeldende slag faktisk forlgb.

Hvis ikke modellen er tilfredsstillende, gennemlgbes processen igen med tilpasninger. | praksis
felger man sjeeldent processerne i samme raekkefalge hele tiden. Men de enkelte delprocesser
repraesenterer vigtige sider af modelleringsarbejdet, som er relevante og interessante at tale om.
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4.3 Modelanalyse

Oplevet
| den situation, at man ikke selv opstiller _—> ;
modellen der anvendes, men i stedet " krecapévalusnng R i
anvender en model man har faet fra : X
R R o Handling/erkendelse Underspgelsesomride
eksempelvis litteraturen, sa kan det veere " -
ngdvendigt at finde ud af hvordan modellen e (b) Systematisering
i i Erfaringer/
er sat sammen, i forhold til den kontekst den ey e
beskriver. Det kaldes en modelanalyse. 4 .
(d) PAJ(C;I$.3!1$R analyse

(c) l.\:u'ﬂ/n.lnsenng

Udgangspunktet for en modelanalyse er, at
man allerede har en matematisk model —

» Matematisk system f«—

altsa et matematisk system. Modelleringsprocessen starter gverst i modelleringscirklen, mens
modelanalysen starter nederst, hvor man sa forsgger at bevaege sig baglans, sa det bagvedliggende
system kan kortleegges, herunder hvordan undersggelsesomradet er udvalgt.

Man kan f.eks. arbejde med fglgende differentialligning, som skal er en model, der beskriver den
tidslige udvikling i en population af sakaldte Spruce Budworm-larver:

dB B <1 B) B?
dt '8 K Py B

Hagjresidens farste led kan genkendes som en logistisk vaekstfunktion, sa populationens sterrelse B
vokser logistisk, med Kz som baerekapacitet og rz som vekstrate for B meget mindre end Kj.

Det andet led er mindre genkendeligt. Det kan ses at for passende sma verdier af B bliver leddet
omtrent % - B? og for meget store veerdier, omtrent 8. Men hvad siger leddet noget om? Det viser

sig at veere et praedationsled (en sékaldt "Holling Type III model’), som beskriver omkringlevende
fugles appetit pa larverne. Og derfor optraeder det som et negativt bidrag til vaeksthastigheden for B.

Selve analysen af modellen vil ofte kunne laves med hjeelp fra den litteratur, hvor modellen er
hentet. | en SRP vil den komme til udtryk ved en grundlaeggende forklaring af hvad de indgaende
komponenter i modellen repraesenterer og hvilke antagelser de baserer sig pa.

Det er vigtigt i en modelanalyse, at man ikke bare beskriver hvad stgrrelserne repraesenterer, men
ogsa hvilke antagelser fra undersggelsesomradet de afspejler. | ovenstaende eksempel vokser fugle-
nes appetit pa larverne altsa kvadratisk med stgrrelsen af populationen. Jo flere larver der er at spi-
se, jo starre appetit far fuglene for dem. Det er naturligvis en antagelse om undersggelsesomradet,
som det er meget vigtigt at fa analyseret sig frem til.
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4.4 Modelvurdering

Oplevet

Hvis man skal anvende en model hentet fra >

. . ° (f) Plocch(:;;lucxmg ﬁa)h;o\h'{cm\g
litteraturen til at besvare et spgrgsmal, kan \
det veere fornuftigt at lave en vurdering af

¥ Y

Handling/erkendelse Undersggelsesomride
om modellen rent faktisk lever op til A ’
0 0 - - (e) Fortplkning (b) Systematisering
formalet. En sadan vurdering minder om de ¥ .
. . Erfaringer/
sidste tre faser af modelleringsprocessen. resultater Spem

A A

Udgangspunktet er et givet matematisk
system, som analyseres, fortolkes og evalu-
eres i forhold til den oplevede virkelighed.

(d) Mnlcma\flsk analyse (c) M.\l,‘ﬂ'nmur-cm\g

»] Matematisk system f<—

Resultatet af en modelvurdering kan enten vere at den valgte model accepteres til formalet, at den
helt ma forkastes (og en anden valges) eller at man pa egen hand ma justere modellen ved at
gennemlgbe modelleringsprocessen med afsat i den udvalgte model, som herefter justeres.

Et eksempel kan vere en SRP hvor man i arbejdet med modeller for fremtidige menneskeskabte
globale temperaturstigninger anvender en logistisk model for den samlede udvikling i verdens
befolkningstal. En sadan model kunne vare falgende funktion, hvor f (x) er verdens samlede
befolkningstal malt i millioner til tidspunktet x, malt i antal ar efter 1950.

12246
1+ 3,95 - 00273«

fx) =

En vurdering af modellen viser, at den med god tilnsermelse felger FN’s befolkningsmodel for hele
verden frem mod ar 2100. Det viser sig imidlertid, at alle mennesker ikke har samme bidrag til
temperaturstigningen. Det kan f.eks. vare at et menneske i Europa har en stgrre eller mindre
pavirkning end et menneske fra Afrika. Det viser sig imidlertid, at befolkningsudviklingen i de
enkelte verdensdele ikke er den samme.

| en justering af modellen kunne man forestille sig at der opstilledes en reekke delmodeller: £, (x),
fas(X), fam (%), far(x) 09 fau (x) repreesenterende hver af de fem beboede verdensdele og som for
hvert x opfylder at f (x) = fou (x) + fas(X) + fam(X) + far(x) + fau (x). En samlet model vil
saledes kunne skelne mellem forskellige gennemsnitspavirkninger fra de forskellige verdensdele.

Det er ofte vigtigt at en ”’1ant” model undergar en eller anden form for vurdering, som kan begrunde
dens anvendelighed. Om et resultat der antyder modellens manglende tilstreekkelighed forer til
justeringer i modellen eller blot passende forbehold for dens anvendelse kan variere.
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4.5 Modelkritik

Oplevet
| forlengelse af en modelanalyse, hvor Py 0 -
(f) Procesévaluerin (a) Motwerin
modellens komponenter og de antagelser de ¢ X
baserer sig pa kortlegges, kan det veere - -
Handling/erkendelse Underspggelsesomride

oplagt at grave et spadestik dybere og A *

. . . . R . (¢) Fortplkning stematisering
overveje hvilken motivering der kan ligge til . i

o Erfaringer/

grund for modellen. Formalet med dette kan resultater System

o .

veere at afklare om de antagelser, der er
foretaget, har deres oprindelse i et gnske om
at modellen skal levere bestemte

(d) M:”ema,_“s" analyse (c) Mn}«{nansenng

.

» Matematisk system

konklusioner eller vaegte bestemte forhold mere end andre.

En sadan kortleegning kaldes en modelkritik. Det er vigtigt at kunne skelne mellem en vurdering,
der handler om hvor vidt en model kan levere svar, pa de spgrgsmal man stiller til den, og en kritik,
der handler om det grundlag modellen hviler pa. De to ting kan naturligvis godt kombineres, men
fokus er pa to forskellige ting.

En skelnen som kan veere brugbar i en modelkritik, er om en model er deskriptiv eller praeskriptiv.
En deskriptiv model har til formal at beskrive verden, som den er. Den er altsa et forsgg pa at lave
en objektiv beskrivelse af hvordan noget faktisk ser ud og kan forventes at opfare sig. En
praeskriptiv model har til formal at foreskrive, hvordan verden skal veere.

| ethvert taxameter er indbygget en preskriptiv model, som foreskriver hvordan en taxatur skal
prisfastseattes. Groft sagt bygger den pa et input bestaende af tid og afstand, som oversattes til at
output i form af en pris. Hvis en taxakunde i stedet ud fra data fra taxature forsgger at bygge sig en
model, der kan udregne hvad en tur vil koste, vil modellen vare deskriptiv, fordi den forsgger at
beskrive virkeligheden som den er.

I en modelkritik vil en skelnen mellem de to modeltyper ofte kunne bruges, til at diskutere om en
model der af natur er preaeskriptiv, anvendes som om den er deskriptiv. Et eksempel pa en harfin
balance mellem de to typer, er befolkningsmodeller der raekker ud i fremtiden. Ofte vil sadanne
modeller blive anvendt, som om de faktisk beskriver befolkningstallet frem i tid.

Men modellen kan ogsa opfattes, som en model, der bestemmer hvordan befolkningstallet i
fremtiden skal fastseettes. Hvis modellen skal bruges til at lave eksempelvis gkonomiske eller
miljgmaessige konsekvenser af befolkningsudviklingen, kan modelbyggeren have en interesse i, at
fremtidens befolkningstal fremstar, som noget bestemt. Det kan vare uhyre vanskeligt at bestemme,
hvad der kan regnes for en objektiv beskrivelse af fremtiden, men den kritiske refleksion er vigtig.
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4.6 Eksempler pa metode med matematik i SRP

reomematk Eksempel 12: Hvordan stoppes en epidemi?

% | en SRP mellem biologi og matematik, kan man undersgge spgrgsmalet om hvordan en epidemi

(f.eks. pest, spansk syge, ebola eller coronavirus) bremses eller stoppes. Her kan en matematisk
epidemimodel anvendes til at beskrive udviklingen i en epidemi. Typisk vil modellen blive hentet i
den rige litteratur over epidemi-modeller.

I' matematik

En anvendelse af modellen kan bruges til at simulere forskellige epidemiske udbrud, danne sig et
overblik over hvilke af de faktorer, der indrammes af modellen, der har betydning for udbredelsen.
En vurdering af modellen, kan vise, om modellen i sin form egner sig til at besvare spargsmalet,
eller om modellen skal justeres (endnu engang).

meomsemak  Eksempel 13: Hvordan udvikler en skovbrand sig?

| en SRP mellem geovidenskab og matematik, kan man forsgge at beskrive hvordan en skovbrand
udvikler sig. Hvis der i litteraturen ikke kan findes en model for dette, kan et centralt element i
opgaven vare at modellere denne udvikling selv. Det vil kreeve en passende afgraensning af
situationen med en skovbrand, antagelser om hvordan den spredes, hvordan skoven ser ud mv.

Ved et gennemlgb i modelleringscirklen, kan modellens erkendelser holdes op imod data og
vurderes. Det kan f.eks. veere satellitfoto eller anden dokumentation af faktiske skovbrandes
udvikling.

momensc  Eksempel 14: Hvordan males et samfunds velstand?

@ I SRP mellem samfundsfag og matematik, kan man forsgge at dykke ned i begrebet bruttonational-

@od produkt (BNP), som et mal for velstanden i et samfund. Det vil farst kreeve en modelanalyse, hvor
det kortlaegges, hvordan en lang reekke gkonomiske oplysninger om et samfund aggregeres til en
samlet vurdering af samfundets velstand.

Analysen kan oplagt falges op af en modelkritik, hvor det diskuteres om BNP-modellen er
deskriptiv eller praeskriptiv. Er det tal modellen fastsatter en objektiv’ maling af hvor rigt det
pagaldende samfund er, eller er modellen omvendt en definition af, hvad der skal regnes for at veere
bidrag til velstand? I forleengelse heraf kan der kastes et kritisk blik pa, om modellen mest anvendes
i den ene eller den anden betydning.
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5. Metoder til arbejde om matematik

Det er et seerligt treek ved faget matematik, at man ofte veelger at se pa det ude fra. Altsa at gare
faget i sig selv til genstand for undersggelse i andre fag. Sadanne undersggelser kan naturligvis
laves pa alle fag i fagreekken, men matematik synes at appellere serligt til sadanne studier.

| denne tekst vil vi skelne mellem tre forskellige typer af arbejder om matematik:

1. Om matematikken selv. Det rene studie af matematikfaget selv. Denne type undersggelse

passer bedst ind 1 skemaet ”fag undersegger, med sine metoder, matematik som genstand”.

2. Om matematikkens rolle. Her undersgges matematik ikke direkte, men der undersgges med
et andet fags metode en situation, hvor matematik spiller en vigtig rolle. Det er denne rolle
der studeres, mere end matematikken i sig selv.

3. Sammenligning med andet fag. Her sammenlignes noget (f.eks. begreber og eller metoder) i
matematikfaget med noget lignende i et andet fag. Her er altsa ikke tale om et fag der
studerer et fag, men om at man som observater ser ned pa to fag, for at sammenligne noget i
dem. Det passer altsa ikke helt ind i skabelonen, men har dog klart karakter af at veere et
arbejde om matematik.

Undersggelser om matematik har umiddelbart det til faelles, at det kan veere sveert at se, at matema-
tik overhovedet bidrager med metoder i arbejdet. Det viser sig dog, at det at bringe et andet fags
metoder i spil til at undersgge matematikken, i sig selv kraever en solid indsigt i matematik som fag.

Det bliver saledes et behov for aktivt at vise, hvordan det andet fags metoder kombineres med
matematikkens. Ofte vil dette betyde, at der bringes metoder i spil som er hentet fra arbejde i
matematik og/eller med matematik. De to andre roller vil altsa typisk have en central plads ved
siden af om matematik-rollen.

31



5.1 Om matematikken selv

Det mest almindelige eksempel pa at arbejde om matematikken i sig selv, er matematikkens
historie, ved behandling af matematikhistoriske kilder. Her geres matematik til genstand i historie.

Andre almindelige eksempler er, hvis man vil gere matematik til genstand for en formidling. Her vil
typisk faget dansk, men det kunne ogsa vaere mediefag, billedkunst eller lignende, blive brugt som
et fag der arbejder med formidling med matematikfaget som genstand.

Et tredje eksempel er, at man med faget filosofi undersgger forskellige sider af matematikken som
videnskab. Det vil sige stiller filosofiske spgrgsmal til faget matematik. Her kan nogle af de
problemstillinger om fagets natur, som praesenteredes i kapitel 2, veere til inspiration.

Hvis man arbejder med matematikkens historie, skal man overveje om man ser pa et nedslag i
historien (synkront) eller pa en udvikling over tid (diakront). Hvis man ser pa differentialregningens
historie, kan man f.eks. studere striden mellem Newton og Leibniz om, hvem der formulerede den
farst (synkront arbejde). Men man kan ogsa se pa dens udvikling fra Nicole Oresme og Merton
skolen i 1300-tallet og frem til den moderne formulering i 1800-tallet (diakront arbejde).

| en historisk undersggelse af matematik, vil der veere brug for at treekke pa metoderne til arbejde i
matematik. Ofte vil der i historisk matematik veere anvendt en anden anden — eller slet ingen —
matematisk notation. Og der kan veere brug for at forsta et bevis eller en konkret problemlgsnings-
metode, som den har taget sig ud historisk.

| en danskfaglig undersggelse af formidling af matematik, vil der veere brug for at tage danskfaglige
metoder om argumentation, malgruppe, disposition mv. i brug. Disse metoder kobles med den
viden, man har om det matematiske stof der skal formidles.

Hvis man f.eks. vil arbejde med formidling af begrebet uendelighed, knytter der sig en reekke
begreber og notationer til emnet, som ma indtenkes i formidlingen. Man kan sige, at metoden til
arbejde om matematik, i hgj grad bliver til ved kombination af det andet fags metoder og de
metoder, der kendes fra arbejdet i matematik.

Et motiv til at skrive en SRP af ovenstaende art, er ofte en dyb interesse i et rent matematikfagligt
emne. Det kunne f.eks. veere et gnske om at studere tallet 7. Men en SRP kun om det, kan veere
sveer at fa til at opfylde savel faglige krav, som kravet om brug af flere metoder.

Her kan historien om 7 veere en made at lgse disse problemer pa. Eksempelvis kan man arbejde
synkront med den antikke graeske bestemmelse af tallet, eller diakront, med udviklingen fra det
antikke Egypten til den rolle det i dag spiller i trigonometriske funktioner.
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5.2 Om matematikkens rolle

| denne type arbejde om matematik, undersgges den rolle matematikken spiller. Det er altsa ikke
matematikken selv der undersgges, men den betydning, som den har i en bestemt situation.

Ogsa her er samarbejdet med historie almindeligt. Det kan vare, at man gnsker at undersgge mate-
matikkens rolle i den naturvidenskabelige revolution. Fokus er sa ikke pa matematikkens historie,
men pa dens historiske rolle. Hvad matematikken beted for en udvikling uden for matematikken.

Et andet eksempel er matematikkens betydning for udviklingen af 2. verdenskrig, med serlig fokus
pa polske og engelske matematikeres arbejde med at bryde den sakaldte ENIGMA-kodemaskine,
som tyskerne anvendte til at kommunikere hemmeligt.

Man kan ogsa kombinere undersggelse af et matematikhistorisk tema med matematikkens historiske
rolle. Eksempelvis et studie af matematikkens historiske rolle i oldtidens Egypten og Graekenland.

Ogsa samarbejder med litteraere fag (dansk eller fremmedsprog), om matematikkens rolle i bestemte
litteraere vaerker, er en mulighed. Det kan veere i det kendte eventyr ”Alice i eventyrland”, i den
meget matematikinspirerede roman “Flatland” eller en lang reekke andre romaner. Der findes ogsa
skuespil og filmatiseringer, hvor matematikkens rolle for fortellingen, kan undersgges.

Ogsa i kunsten er det muligt at undersgge matematikkens rolle. Det kan vare i kunstvarker med
anvendelse af sdkaldt ”gyldent snit”, som bruges til at undersgge om kunstneren har benyttet
bestemte (matematiske) teknikker til at fremme sit budskab. Eller i arkitektur, hvor bestemte
matematiske figurer (f.eks. parabler og keedelinjer) kan spille en sarlig rolle.

Undersggelser af matematikkens rolle i kunsten, kan dels ske med kunstneriske fag som billedkunst
og arkitektur og design eller i sprogfag. F.eks. er der meget matematik i kirken Sagrada Familia i
den spanske by Barcelona, som kunne undersgges i samspil med faget spansk.

Man kan ogsa forestille sig, at man sammen med faget religion ser pd matematikkens rolle i
religigse forestillinger (historisk savel som nutidigt). Man kan med samfundsfag se pa hvilken rolle
matematik spiller i det moderne samfund, f.eks. ved indkomstdannelse.

Det vigtige er, at det fag man samarbejder med, har metoder til at studere matematikkens rolle. Det
er f.eks. ikke muligt i samarbejde med et naturvidenskabeligt fag, at undersege matematikkens rolle
i naturvidenskaben. For naturvidenskabelige fag har ikke metoder til en sadan undersggelse.

Metodisk bliver opgaven altsa at kombinere samarbejdsfagets metoder og matematikkens metoder,
til en helhed, som gar det muligt at undersgge matematikkens rolle i den pagaldende situation.
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5.3 Sammenligning med andre fag

Nar man sammenligner matematikken med et andet fag, har man ikke noget fag til at levere
undersggelsesmetoden. Den ma man selv levere i teet samspil med viden og metoder fra matematik
og det andet fag.

Et eksempel pa en sammenligning, kan veere en undersggelse af argumentet i matematik i forhold til
i et fag som filosofi. Hvilke forskelle og ligheder ser man i fagenes syn pa, hvad et argument” er?
Man kan ogsa fokusere mere direkte pa den egentlige logik, som ogsa spiller en afgarende rolle i de
to fag. Et andet eksempel kan vaere begreber som “metafor”, som kan have forskellig betydning i
fagene dansk og matematik (hos matematikfilosoffen Lakoff).

Et tredje eksempel kan vere begrebet ”bevis”, som kan have forskellig betydning i matematik og
andre fag, f.eks. faget religion, hvor man kan tale om ”gudsbeviser”. Eller man kan sammenligne

begrebet ”sandhed”, som det anvendes i fagene matematik og oldtidskundskab.

| denne type samspil kan man ogsa sammenligne matematik og naturvidenskabelige fag. Det kunne
eksempelvis vare betydningen og brugen af "differentialkvotient”, af “modellering” eller af
”eksperimentets rolle” i matematik og fysik.

5.4 Eksempler pa metode om matematik i SRP

OM matematik

FAG Eksempel 15: Vaekstmodellernes historie

_FAG |

& I en SRP kan man eksempelvis undersgge den historiske oprindelse af matematiske beskrivelser af
veekstfeenomener. Undersggelsen kan veere diakron, med en raekke historiske nedslag eller synkron,
hvor der arbejdes i dybden med historien bag en konkret model.

I'matematik

| den diakrone tilgang kunne man starte med den britiske praest Malthus’ beskrivelser af linezr og
eksponentiel vaekst. Derpa kan man ga videre til den belgiske matematiker Verhulst, som
formulerede logistisk vaekst og videre til den britiske aktuar Benjamin Gompertz’ arbejde med at
opstille den vaekstform, som i dag kendes som Gompertz-veaekst. Undersggelsen kan lede frem mod
moderne numeriske (diskrete) vaekstmodeller baseret pa stor regnekraft.

| en synkron tilgang, kan man dykke ned i eksempelvis Verhulst’ udvikling af logistisk vaekst,
herunder de historiske betingelser, der gjorde at han kastede sig over det.

| et arbejde af ovenstaende art, vil der vere brug for at kombinere historiefaglige metoder med
metoder fra arbejde savel i matematik som med matematik.
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Eksempel 16: Formidling af spilstrategier

I en SRP hvor man gnsker at formidle viden om strategier i spil, hvor sandsynlighed spiller en
central rolle, kan man med fordel kombinere matematisk indsigt i sandsynlighed, med en
danskfaglig indsigt i hvordan fagligt stof formidles.

En SRP af denne art vil som oftest besta af en redegarelse for matematisk sandsynlighedsteori, hvor
der arbejdes i matematik, samt en anvendelse af denne teori pa konkrete spil (f.eks. poker), med
metoder fra savel arbejde i som med matematik.

Herefter skrives en formidlende popularvidenskabelig artikel til et passende valgt medie og en
passende valgt malgruppe. Artiklen er det konkrete eksempel pa, hvordan et matematikholdigt stof
formidles.

SRP’en rundes af med en danskfaglig metadel, hvor der argumenteres for den fremstilling af stoffet,
som er brugt i artiklen. Her arbejdes om matematik, og anvendes danskfaglige metoder, som skal
tilpasses den matematikfaglige viden og metoder, der formidles i artiklen.

Eksempel 17: Bogen “Zombies and Calculus”

I en SRP med engelsk og matematik, kan man analysere romanen ”Zombies and Calculus”.
Romanens hovedperson er professor i matematik og som titlen antyder, indgar der et klassisk forlgb

hvor “raske” mennesker jages af ”zombier”.

| labet af historien forklares flugten fra en zombie, ved at beskrive dynamikken i en forfglgelse ved
hjeelp af matematik. Det giver mulighed for at dykke ned i den matematiske model, forsgge at
kortlaegge hvordan den er skruet sammen og analysere hvilke handlinger det kan give anledning til i
bogen.

Et seerligt centralt aspekt af en analyse som denne, er den rolle matematikken spiller for den
pagaldende roman. Kunne den samme roman vere skrevet uden at matematikken spillede en rolle,
eller gar matematikken en afgerende forskel for handlingen?

Der kan laves en del SRP’er af samme art over forskellige vaerker. En anden mulighed er skuespillet
”Proof”, der handler om en ung matematikstuderende, hvis far, der var en bergsmt matematiker, der
af demens. | skuespillet spiller det matematiske bevis en serlig rolle, og det er saledes en mulighed
at kombinere et i matematik-arbejde om beviser med en dybere undersggelse af den rolle, det
matematiske bevis spiller i skuespillet.
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6. Basal videnskabsteori og matematik

Videnskabsteori er egentlig en underdisciplin af filosofien, som studerer videnskabens veesen.
Seerligt spgrgsmal om eksistens af de ting, der studeres i videnskaben, samt karakteren af den
erkendelse der opnas, star centralt i videnskabsteorien.

Inden for de fleste fag taler man om fagets videnskabsteori, hvor man sgger at besvare spargsmal
om eksistens og erkendelse for det specifikke fag. Der er saledes en disciplin pa greensen mellem
matematik og filosofi, som kaldes matematikkens videnskabsteori.

Den basale videnskabsteori, som behandles i forbindelse med SRP-skrivning i gymnasiet, handler
om at reflektere over de faglige metoder, der anvendes. Herunder hgrer at kunne sztte dem ind i et
starre videnskabeligt perspektiv.

Ofte kan refleksionerne beskrives i en rekke begrebspar, som italesatter nogle principielle
modsatninger mellem forskellige former for videnskab. I dette kapitel vil matematikfaget blive
indplaceret i forhold til de mest relevante af disse begrebspar.

6.1 Real vs. Formal videnskab

En real-videnskab beskeeftiger sig med virkeligheden, som den ser ud, uden for den menneskelige
erkendelse. En formal-videnskab beskeftiger sig med det, som eksisterer i kraft af formelle
systemer skabt i menneskers tankeverden.

Som udgangspunkt beskrives matematik som et formal-videnskabeligt fag. Som beskrevet i kapitel
2, er genstandene i den rene matematik rene tankeobjekter, som kun findes i den menneskelige
erkendelse. Arbejdet med matematisk teori er saledes af formal karakter.

Imidlertid kan man i matematik ogsa arbejde med modeller, som beskriver forhold i den virkelige
verden, der er uafhaengige af den menneskelige erkendelse af dem. Den anvendte side af
matematikken er saledes et samspil mellem en real og en formal tilgang.

Nar matematikken arbejder formalt, opnar man viden om matematikkens egne genstande. Det er
ved formalt videnskabeligt arbejde, at der opnas viden om tal, funktioner og abstrakte geometriske
figurer som trekanter, cirkler og banekurver.

Nar der arbejdes realt med matematikken, opnas viden om genstande fra verden rundt om
matematikken — typisk genstande fra andre fag, men de behgver ikke at hgre til i noget fag.
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6.2 Empirisk vs. Analytisk viden
| basal videnskabsteori skelnes mellem empirisk og analytisk viden.

Empirisk viden er viden, som er indhgstet via erfaring (ofte kaldet empiri). Erfaringer kan stamme
fra mange forskellige kilder, og fag, der betjener sig af empiri, har typisk en grundig beskrivelse af
grundlaget for indsamling og anvendelse af denne — det vil sige for empiriske metoder.

Analytisk viden er viden, som er indhgstet via teenkning. Det betyder, at der ud fra et eksisterende
vidensgrundlag sluttes til ny viden. Ved en sadan slutning skal det naturligvis altid godtgeres,
hvorfor den eksisterende viden berettiger til at regne den nye viden for sand.

Da matematik i udgangspunktet handler om rene tankeobjekter, er matematisk viden ogsa af natur
analytisk. Det er ikke som sadan muligt at opna viden om matematikkens genstande ved at indhgste
erfaringer. Den nye viden man opnar, slutter man sig til ud fra den eksisterende viden. Nar der
arbejdes i matematik, opnas altsa analytisk viden med analytiske metoder.

Nar der arbejdes med matematik, er sagen anderledes. En matematisk model kan bade have et
empirisk og et analytisk grundlag.

En analytisk model baserer sig pa en teoretisk forventning til modellen. Det kan vaere nogle
naturlove, der regnes for sikre. Det kan veaere en erfaringsbaseret viden, der regnes for nasten
sikker. Eller det kan veere antagelser, som blot virker fornuftige, eller som gnskes testet via
modellen. Hvis en model bygger pa teoretiske forventninger, kaldes det en teoribaseret model.

En empirisk model baserer sig pa empirisk data. Man kan saledes tale om en databaseret model.
Data kan behandles pa mange forskellige mader, men en af de velkendte er modeller opstillet pa
baggrund af regression.

Inden for empiriske metoder, kan det vere fornuftigt at skelne mellem to principielt forskellige
typer, som kan veere gode at kunne henvise til i en diskussion af empiriske modeller.

Pa den ene side de eksperimentelle metoder, hvor data indsamles i situationer, hvor man har fuld
kontrol over hvordan indgaende parametre varieres. Det giver mulighed for at fastholde alle
parametre pa neer én, som man varierer kontrolleret. Et sadant eksperiment vil give kontrolleret
viden, men ma samtidig forega i omgivelser, der er fjerne fra det undersggtes normale omgivelser.

Pa den anden side observationelle metoder, hvor data indsamles ude i felten, der hvor det
undersggte objekt typisk findes. Her har man som undersgger ingen eller kun lidt kontrol med den
situation der undersgges, men ma ngjes med de data, der i situationen byder sig til.
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6.3 Deduktive vs. Induktive slutninger

Begrebsparret deduktiv-induktiv refererer til den made man slutter sig til ny viden pa. Den mest
almindelige made at definere begreberne pa er, at deduktiv betyder at slutte fra det generelle til det
specielle. Induktiv betyder omvendt at slutte fra konkrete eksempler til generel regel.

I matematik arbejdes meget ofte deduktivt. Man kender en generel regel for sammenhangen mellem
radius og areal for en cirkel, og man kan ud fra denne slutte sig til arealet af en cirkel med radius 5.
Omvendt vil man typisk ikke arbejde induktivt med samme scenarie, dvs. at man vil nzppe ud fra et
starre antal cirkler med kendt radius og areal slutte sig til, hvordan sammenhangen generelt er.

Imidlertid betyder deduktiv noget mere i matematik, end den generelle betydning. Ofte slutter vi os i
matematik fra kendte generelle regler til nye generelle regler. Ogsa her taler vi om at arbejde
deduktivt. Begreberne handler altsa mere om hvad der sluttes fra, end hvad der sluttes til.

Den mest centrale metode i udviklingen af matematisk teori er at opstille en samling af aksiomer,
ud fra hvilke vi kan slutte, dvs. deducere, os til den samlede teori. Derfor kaldes sadanne for
matematikken helt centrale metoder aksiomatisk-deduktive.

Det er imidlertid ikke umuligt at arbejde med induktive metoder i matematik. Som beskrevet i
kapitel 3, findes der numerisk problemlgsning og eksperimenter, der begge har karakter af at veere
slutninger fra en raekke konkrete tilfeelde til generel, men ikke sikker, viden.

Det er altsa ikke udelukket pa forhand, at der i matematik arbejdes induktivt, men man skal veere
opmarksom pa, at den viden der opnas ikke er endelig og sikker. Sadan er det ogsa, nar der
arbejdes induktivt i andre fag. Der er saledes ikke noget principielt forkert ved induktive metoder,
nar blot man tager passende forbehold for de konklusioner der drages af dem.

Derudover kan der arbejdes bade deduktivt og induktivt med matematik. | en matematisk model kan
der udledes ny viden ved rene tankeprocesser. Sandhedsveerdien af denne nye viden, vil naturligvis

afhange af kvaliteten af modellen. En databaseret model kan kaldes induktiv, fordi den netop sager

at beskrive et generelt mgnster udledt af en reekke konkrete tilfeelde.

En sidste type metode der navnes her, er hypotetisk-deduktiv, som isar er kendt fra naturviden-
skaberne. Med afset i en hypotese om, at noget gealder, udledes en raekke konsekvenser, som
herefter kan afpraves empirisk. Hvis konsekvenserne ikke er opfyldt, ma hypotesen forkastes.

En matematisk model kan saledes opfattes som en hypotese, der kan forkastes empirisk. Og inden
for statistiske test anvendes metoden ogsa ved, at en nulhypotese om en bestemt sandsynligheds-
parameter fremseettes og afpraves ved et statistisk test — f.eks. binomialtest.
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7. Matematik til den mundtlige prave

Spergsmélet om “metoder og basal videnskabsteori” er is@r relevante til den mundtlige prove. Der
er ikke i SRP-lzreplanen noget krav om, at disse overvejelser findes direkte i det skriftlige produkt.
De ma naturligvis gerne vaere der, men det er til den mundtlige preve, at de sarligt skal behandles.

Den mundtlige prave varer samlet 30 minutter, hvoraf de farste 10 minutter er forbeholdt elevens
praesentation, hvor »projektets centrale problemstillinger og vigtigste konklusioner« fremlaegges.

Herefter folger en faglig samtale mellem elev, vejleder og censor. Om preesentationen og samtalen
hedder det i lereplanen, at der »skal der indga metodiske og basale videnskabsteoretiske
overvejelser, som er relevante i forbindelse med projektets gennemfarelse«.

Efter eksaminationen fastleegger vejleder og censor en karakter for opgaven. Karakteren er en
samlet karakter for den skriftlige og den mundtlige preestation. | bedemmelsen skal der fra den
mundtlige praestation leegges serlig vaegt pa falgende tre punkter:

e den mundtlige preesentation af projektet og dets vigtigste konklusioner

e faglig indsigt og fordybelse i den faglige dialog samt kombination af viden fra indgaende fag.

e eksaminandens evne til at foretage metodiske, tveaerfaglige og basale videnskabsteoretiske
overvejelser i forbindelse med projekter og valg af indgaende fag, herunder argumentation for
eventuelt valg af ét fag.

| forhold til denne tekst er det seerlig vigtigt at liegge maerke til det sidste punkt. Som en del af
preesentationen skal der veere en fremstilling af overvejelserne bag de metoder, der er anvendt for at
komme frem til projektets svar pa den stillede opgaveformulering.

Det farste man bar forberede, er en begrundelse for hvorfor de indgaende fag er valgt. Her bgr man
naturligvis tage afseet i den problemstilling, der oprindeligt er opstillet, og forklare hvorfor
matematik er relevant i besvarelsen af denne. Her kan en bevidsthed om de tre roller, i matematik,
med matematik og om matematik vare oplagt at inddrage.

Seerligt vigtigt er det at argumentere for sit valg, hvis man har udarbejdet opgaven enkeltfagligt. Der
er dels behov for at forklare, hvorfor problemstillingen er bedre besvaret med kun matematik, end
ved inddragelse af yderligere et tilgeengeligt fag. Dels behov for at forklare, hvorfor det udfarte
arbejde opfylder kravet om at kombinere forskellige faglige tilgange og metoder”.
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Det andet man bgr gare, er at danne sig et overblik over de metoder man har anvendt for at besvare
sin opgaveformulering. Her er det vigtigt at huske, at en metode er noget man konkret har gjort. Det
er ikke en abstrakt remse som kunne vere formuleret, leenge far man skrev opgaven.

De begreber, som er praesenteret i denne tekst, kan man opfatte, som elementer, der stykkes
sammen til den konkrete metode, man har anvendt. Har man arbejdet i matematik med at forsta et
bestemt matematisk emne, kan man altsa tale om, hvordan ens metode traekker pa notation,
begreber, eksisterende teori og beviser.

Har man arbejdet med matematik, bgr man have et bevidst sprog om, hvordan man har udfart
modellering, hvordan man har anvendt sin model eller eventuelt hvordan man har analyseret, vur-
deret og kritiseret en model, man har lant fra andre. Inddragelse af underbegreberne fra model-
leringscirklen vil vaere en understregning af bevidstheden om den metode, der har veeret anvendt.

Har man arbejdet om matematik, ber der veere en klar preesentation af hvordan elementer af metoder
fra arbejde i matematik og/eller med matematik er kombineret med metodeelementer fra andre fag.

Det tredje man skal, er at forholde den eller de konkrete metoder, man har anvendt, til det generelle
videnskabelige billede. Her kommer den basale videnskabsteori i spil. Begreber der kan bruges til at
omtale videns- og erkendelsesformer pa tveers af fagene, ber anvendes pa det man konkret har gjort.

Her er det vigtigt, at man formulerer sig korrekt. Det er eksempelvis forkert at sige, at man har
”brugt den deduktive metode” eller ”den eksperimentelle metode”. Der findes ikke én metode som
er ”den deduktive” eller en metode som er ”den eksperimentelle”.

Derimod skal man omtale det, man konkret har gjort, som ”en deduktiv metode” eller som en
eksperimentel metode”, og dermed traekke pa den generelle viden, der er om metoder af disse typer,
til at kunne sige noget om karakteren af det svar man er kommet frem til.

Det aller vigtigste at gentage, i forhold til diskussion af metoder og basal videnskabsteori, er, at det
altid skal omhandle det man konkret har gjort. En remse, der kunne veere sagt til en anden eksami-
nation, er ikke god nok. Nar man taler om metoder og basal videnskabsteori, skal det vere specifikt
i forhold til ens egen SRP. Det er saledes let at afgere, om andre kunne have sagt det samme.

Fa mere information om emnet i denne tekst i fglgende bgger:

e ”Basal videnskabsteori”, Kasper Larsen og Christoffer Boserup Skov (Gyldendal).
e Vidensmenstre”, Mads Rangvid, m.fl. (Systime).
e ”Sadan skriver du SRP”, Karsten Kristensen Back, m.fl. (Columbus).
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