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1 Indledning

Forfatteren til dette notat er 186 cm hgj. 186 er bare et tal, som her beskriver
hgjden (malt i cm) pa en konkret person. Hgjdemalinger siges ofte at veere
normalfordelte, men nar man betragter hgjden (malt i cm) pa en konkret
person, sa er det altsa bare et tal. Hgjderne i en given gymnasieklasse, som
vi for eksemplets skyld vil antage har 24 elever, kan tilsvarende beskrives
med 24 tal. Nogle gange er sadan en ngjagtig beskrivelse pa sin plads, f.eks.
hvis der skal bestilles 24 ens kostumer i forskellige stgrrelser til en teaterfo-
restilling gymnasieklassen skal opfere. Andre gange er en beskrivelse med de
enkelte hgjder alt for detaljeret. Jo flere mennesker vi maler hgjden pa, jo
stgrre synes behovet for en mere simpel beskrivelse at blive. I forste halvar
af 2018 var der f.eks. 18237 unge mennesker (primaert maend) der deltog i
Forsvarets Dag, hvor de blandt mange andre ting fik malt deres hgjde. Per-
sonalestyrelsens opgerelse | “Udfaldet, Gennemsnitshgjde, BMI (Body Mass
Index) pa Forsvarets Dag / Sessionen” [1] forteeller, at gennemsnitshgjden
af disse personer var 180,82 cm. Som vi vil se senere, sa er der god grund
til at antage, at hgjdemalinger er normalfordelte indenfor hvert kgn. Hvis
Personalestyrelsen saledes ogsa havde oplyst hgjdespredningen (som ogsa er
et enkelt tal, ligesom gennemsnittet), sa havde disse tre oplysninger

normalfordeling & gennemsnit & spredning

givet en kortfattet og let kommuniker- og brugbar beskrivelse af alle h@jderﬂ
Derimod er de 18237 individuelle hgjdemalinger en stor datamsengde, som
kun en computer vil kunne handtere og bruge.

Formalet med dette notat er at introducere matematiske egenskaber ved
normalfordelingen, som blandt andet vil godtggre hvorfor og hvorledes nor-
malfordelingen kan bruges til at beskrive mange aspekter af verdenen omkring
os. Derudover introduceres tilhgrende statistiske metoder til at undersgge om
et givet konkret datasaet kan beskrives ved en normalfordeling.

1.1 Strukturering af manuskriptet

For den matematiske formel for normalfordelingen kommer pa bordet vil vi
i afsnit forst se pa konkrete normalfordelte dataseet fra biologiens ver-
den. Hovedeksemplet er 1986 malinger af kvindelige amerikanske soldaters
fodleengde. Dette leder frem til diskussionen og anvendelsen af vores vigtig-
ste veerktgj, nemlig fraktiler og fraktildiagrammer, som detajleres i afsnit

'En mere praecis beskrivelse ville dog vaere at angive andelen af msend og kvinder blandt
de 18237 individer, samt gennemsnitshgjde og hgjdespredning separat for de to kgn. Denne
information er dog ikke tilgeengelig i [1J.


http://viewer.zmags.com/publication/5caf2b62#/5caf2b62/8
http://viewer.zmags.com/publication/5caf2b62#/5caf2b62/8

Normalfordelingen kaldes ogsa for den Gaussi-
ske fordeling efter den bergmte tyske matemati-
ker Carl Friedrich Gauss. Gauss opfandt “mindste
kvadraters metode” (se [2] for en gennemgang i
forbindelse med lineaer regression) og beskrev nor-
malfordelingen som den sandsynlighedsfordeling,
der naturligt passer sammen med mindste kvadra-
ters metode.

Figur 1: Carl Friedrich Gauss (1777-1855), tysk matematiker, astronom, geodeet
og fysiker. Maleri af Christian Albrecht Jensen [3].

Specielt kan vi undersgge om et givet datasaet er normalfordelt ved at sam-
menligne med fraktilerne for de 1986 fodlaengder.

I afsnit |4 kommer den matematiske definition af normalfordelingen ende-
lig pa bordet, og i afsnit |4.1|gives et eksempel pa en statistisk anvendelse. Den
matematiske analyse af egenskaber af og beregninger med normalfordelingen
fortseettes i afsnit [5] og i afsnit [f] praesenteres det utroligt vigtige matematiske
resultat kaldet Den Centrale Grenseverdisetning. Populaert sagt forteeller
dette matematiske resultat, at vi kan forvente at finde normalfordelte tal i
verden omkring os. For at understrege denne pointe vender vi i afsnit [7] til-
bage til et konkret datasset. Nemlig fordelingen af den disponible indkomst
i Danmark i 2017. Ved brug af fraktildiagrammet er vi i stand til at kom-
me med dybe socio-gkonomiske betragtninger baseret pa et simpelt dataseet
bestaende af 13 tal.

2 Opvarmning

For at udvikle vores matematiske og statistiske begrebsapparat vil vi gerne
have adgang til et datasaet, som indeholder individuelle malinger. I stedet
for at forspgge at fa adgang til de 18237 hgjdemalinger fra Forsvarets Dag i
forste halvar af 2018 har jeg fundet et offentligt tilgeengeligt datasset med
antropometrisk(ﬂ malinger pa amerikanske soldatelﬁ. Det drejer sig om “US
Army Anthropometric Working Databases (ANSUR II)” [4] datasacttet fra
2012. Dette dataseet indeholder 93 antropometriske mal fra 6068 mennesker,
hvoraf 1986 er kvinder og 4082 er maend. Der er tale om maling af mange
stgrrelser fra leengden pa grerne til maveomkredsen, nar man sidder ned.

2 Antropometri betyder opmaling af menneskekroppen.
3Selv om vi saledes bliver i militaerets verden, sa er malinger af mennesker egentlig at
betragte som biologiske data.
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Figur 2: Punkterne viser malte mod selvrapporterede hgjder fra 2012 US Army
Anthropometric Working Databases (ANSUR II) opdelt efter kgn. De sorte linjer
viser referencelinjen y = xz. For at ggre sammenligningen mellem kgn og mellem

malte og selvrapporterede hgjder lettere er x- og y-akserne pa begge delfigure ens
(fra 140 cm til 240 cm).

Opgave 1. ANSUR I dataseettet indeholder to forskellige angivelser af hgjden
pa soldaterne. Dels selvrapporterede hgjder, hvor man altsa har spurgt forsggs-
deltagerne om hvor hgje de er. Dels malinger foretaget af militerlegerne.

Umiddelbart vil man maske tro, at selvrapporterede og malte hgjder stemmer

godt overens. Men ved at optegne disse to stgrrelser mod hinanden (se ﬁgur@

kan man se nogle systematiske afvigelser. Diskutér folgende 5 aspekter med

udgangspunkt i figur[J:

1. Er de mandlige soldater generelt set hgjere end deres kvindelige kolle-
gaer?

2. Er de selvrapporterede hgjder generelt set storre end de malte hgjder?
Gelder dette for begge kon?

3. De amerikanske soldater har rapporteret deres hgjde i enheden inches,
hvor 1 inch svarer til 2,54 cm. Dermed svarer 60 inches til 152,4 cm.
Kan denne hgjde genfindes pa figuren? Og hvad med 80 inches?

4. Hvorfor ligger alle punkterne pa nogle lodrette linjer, hvor der altsa er
synlige spring mellem x-verdierne?

5. Er de malte hgjder mere palidelige end de selvrapporterede hgjder? Dis-
kutér ogsa hvad “mere palidelig” egentlig betyder.



Opgave (1| var en treening i statistisk tankegang, altsa det at diskutere
omverdenen med udgangspunkt i et datasaet. Som vi senere vil argumentere
for sa kan de malte hgjder med god approksimation antages at veere nor-
malfordelte (indenfor de to ken hver for sig). De selvrapporterede hgjder har
derimod nogle alt for store veerdier til at kunne vaere normalfordelte.

Vi vil nu arbejde videre med en anden dimension af menneskekroppen,
nemlig leengden af fgddernd Vi vil ikke opskrive hele dataseettet med de
1986 kvindelige og de 4082 mandlige fodlaengder. Det vil simpelthen fylde
for meget og ikke give noget umiddelbart overblik. Men lad os opskrive de 6
forste og de 6 sidsteﬂ fodleengder (malt i hele antal millimeter) for hvert af
kgnnene. For kvinderne er dette

246, 249, 265, 265, 247, 270, ..., 253, 259, 245, 249, 226, 239
og for meendene er dette
273, 263, 270, 267, 305, 254, ..., 278, 255, 263, 263, 266, 295

Opgave 2. For kvinderne er den korteste og lengste fodlengde henholdsvis
198 mm og 286 mm, og for maendene er dette 216 mm og 323 mm. Som vi
umiddelbart kan se pa de konkrete malinger, sa er der mindst to kvinder der
har samme fodlengde (i hele antal millimeter). Kvinde nummer 2 og kvinde
nummer 1984 har nemlig begge en fodlengde pa 249 mm. Her kommer tre
matematiske sporgsmal som faktisk slet ikke har noget med normalfordelingen
at gore, sa spring dem gerne over hvis du tkke synes de er sjove at tenke pa.

1. Giv et logisk argument for, at der mindst er to kvinder (blandt de 1986
kvinder) der har samme fodlengde (i hele antal millimeter).

2. Giv et logisk argument for, at der mindst er to mend (blandt de 4082
mand) der har samme fodlengde (i hele antal millimeter).

3. Kan man ogsa vere matematisk sikker pa, at der er en kvinde og en
mand der har samme fodlengde (i hele antal millimeter)?

Hjelp: Svarerne kan findes ved at bruge Dirichlets skuffeprincip [0].

4Der er angivet en enkelt fodleengde per person. Jeg formoder, at dette er gennem-
snitslaengden for de to fadder. Men det kan ogsa veere, at man altid maler den samme fod
(enten hgjre eller venste). Ngjagtig hvad der er blevet gjort er ikke beskrevet i dataseettet,
men det er heldigvis ligegyldigt for vores anvendelse.

°De “fgrste” og de “sidste” henviser til observationernes raekkefglge i datassettet, og
altsa ikke til deres stgrrelse.
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Figur 3: Data fra 2012 US Army Anthropometric Working Databases (ANSUR
IT). Histogrammerne angiver hyppigheder for bins med bredde 5 mm.

Histogrammer for fodleengderne findes i figur [3| For at lave et histogram
skal man fgrst veelge de sakaldte bins. Den danske oversaettelse af det engelsk
ord “bin” er “beholder”. Man kan altsa forestille sig nogle beholdere (mate-
matisk set er dette disjunkte intervaller) under x-aksen, saledes at datapunk-
terne (her malinger af fodlaengder) hver falder i netop én af beholderne. Ofte
vil man enten beslutte sig for antallet eller for bredden af bins. Vi beslutter
os for at bruge bins af bredde 5 mm. Fra opgave [2] husker vi, at den korteste
og leengste fodlaengde for kvinderne var henholdsvis 198 mm og 286 mm,
hvormed bins bliver de 19 intervaller®

1197,5 ; 202,5] ]202,5 ; 207,5] ]207,5 ; 212,5] ]212,5 ; 217,5]
[217,5 ; 222,5] ]222,5 ; 227,5] |227,5 ; 232,5] ]232,5 ; 237,5]
[237,5 : 242,5] 12425 : 247,5] ]247,5; 252,5] ]252,5:257,5] (1)
[257,5 ; 262,5] ]262,5 ; 267,5] ]267,5 ; 272,5] 2725 ; 277,5]
|277,5 : 282,5] ]282,5 ; 287,5] |287.5 ; 292.5]

Vi teeller nu simpelthen hvor mange af de 1986 kvinders fodlaengder der ligger

S Af astetiske hensyn har jeg valgt intervallerne saledes, at deres midtpunkter er heltal
delelige med 5. Videre har jeg inkluderet intervallet (287,5 ; 292,5] selv om der ikke er nogen
af kvinderne, der har fodleengder over 287,5 mm. Dette er gjort for at lette diskussionen
af symmetri pa side



i de forskellige intervaller. Dette viser sig at veere

1 0 2 14
26 83 123 241

272 327 288 254 (2)
151 104 53 34
8 5 0

Intervallet |242,5 ; 247.5], som er fremheavet med rgdt i panel ovenfor,
indeholder kvindernes medianﬂ fodleengde pa 246 mm. Vi ser, at “median
binnen” indeholder flere kvinder end nogen af de andre bins, nemlig 327,
som ogsa er fremhaevet med redt ovenfor.

Opgave 3. Hvad er summen af de 19 antal i panel ovenfor? Svar meget
gerne uden at lave selve udregningen!

Alt efter hvorledes opteellingen bruges fas forskellige varianter af histo-
grammet. I figur |3 har vi lavet histogrammer hvor hgjden af sgjlerne (pa
y-aksen) angiver antal individer i de enkelte bins. For at den visuelle fortolk-
ning af sadanne histogrammer bliver bedst mulig er det vigtigt, at bredden
er den samme pa alle bins. Her har vi altsa valgt at bruge en binbredde pa 5
mm = 0,5 cm. De to histogrammer synes at have samme “form”, nemlig den
karakteriske normalfordelings klokkeform. Og som vi senere skal se, sa kan
fodleengderne indenfor de to kgn hver for sig ogsa med god approksimation
antages at veere normalfordelte.

Ved naermere eftersyn ses, at de to histogrammer i figur |3| har forskellige
y- og x-akser. Vi har nemlig valgt en praesentation, hvor histogrammerne
udfylder deres respektive koordinatudsnit. Dette gor det lettere at se, at for-
delingerne (visualiseret ved histogrammerne) har samme klokkeagtige form.
Idet fordelingerne for de to kgn har samme form, og der er malinger fra
ca. dobbelt sa mange meend som kvinder, sa vil vi umiddelbart forvente, at
y-aksen for meendene gar ca. dobbelt sa langt op i forhold til y-aksen for
kvinderne. Dette ser vi ogsa pa figur [3, hvor y-aksen gar til lidt over 300 for
kvinderne og lidt over 600 for maendene.

Som allerede angivet er median fodleengden for kvinderne 246 mm, og for
meendene er den 271 mm. En normalfordeling er symmetrisk omkring sin me-
dian. Dette betyder, at hvis vi veaelger to bins af samme bredde og som ligger
lige langt fra medianen, men henholdsvis til venste og til hgjre for medianen,
sa vil de indeholde cirka lige mange datapunkter. Vi kan eftervise dette for

"Medianen er en talveerdi, som adskiller de 50% laveste verdier fra de 50% hgjeste
veerdier. For kvindernes fodleengder er det saledes en talveerdi, der adskiller de 1986/2 =
993 korteste fodlengder fra de 993 leengste fodlengder.

7



kvindernes fodleengder med bins af bredde 5 mm. Tager vi antallene indefra
og ud pa hver side af antallet 327, som er markeret med rgdt i panel , fas
nemlig

side udfra afstand 1 antal bins fra medianbinnen
medianbinnen 1 2 3 41 5] 67819

til venstre 272 1241 1123 | 83 (26142 |01

til hgjde 288 | 254 | 151 | 104 | 53 |34 |8 |5 |0

Den opmaerksomme laeser vil maske indvende, at i dette konkrete eksempel
er antallet i binnen til venstre for medianen konsekvent lavere end antallet i
binnen til hgjre for medianen (pansger for den sidste bin). Men dette passer
faktisk perfekt med, at

1. Der er feerre kvinder jo leengere vi kommer vaek fra medianen.

2. Medianen 246 ligger ikke midt i intervallet (242,5 ; 247,5], men derimod
lidt til hgjre for intervallets midtpunkt pa 245 mm.

Opgave 4. Hvilke intervaller skal bruges som bins, hvis vi bade onsker en
binbredde pa 5 mm og at medianen pa 246 mm er midtpunkt for et af inter-
vallerne?

Opgave 5. Hvis vi bruger de bins, som er svaret pa opgave[4), sa viser der
sig af vaere 310 kvinder © “medianbinnen”. Videre bliver sammenligningen af
antal pa henholdsvis venstre og hajre side som folger:

side udfra afstand i antal bins fra medianbinnen
medianbinnen 1 2 3| 4 5] 6|7|8|9] 10

til venstre 275 255 | 147 | 97| 38| 1813|100 1

til hgjde 307|226 | 137 95| 43128192 |0]| 0

Passer dette bedre med at fordelingen af kvindernes fodlengder er symmetrisk
omkring medianen? Diskutér ogsa hvorfor vi ikke kan forvente at optelle
ngjagtig det samme antal kvinder i tilsvarende bins pa venstre og hgjre side
af medianen.

Opgave 6. Argumentér for, at hvis fordelingen af kvindernes fodlengder er
symmetrisk omkring sin median, sa er median og gennemsnit ens!

Opgave [6] postulerer et matematisk udsagn, nemlig at median og gen-
nemsnit er ens for symmetriske fordelinger. Vi har indset, at fordelingen af
de 1986 kvinders fodleengder er naesten symmetrisk. Dermed vil vi forvente,
at gennemsnitsfodleengden er cirka den samme som median fodlaeengden. Sa



lad os prgve at beregne gennemsnittet for hvert af de to kegn. Gennemsnit
betegnes ofte med det graeske bogstav p (staves mu, men udtales my), og for
fodleengderne fas

246 + -+ + 239

vinde — = 246,29
Hlloind 1986 )
4425
Hmand = 4082 - )

Vi ser, at gennemsnitene stort set svarer til medianerne for henholdsvis kvin-
der (246 mm) og maend (271 mm).

Lad os stoppe op et kort gjeblik og opsummere hvad vi har fundet ud
af indtil nu. Vi har konstateret, at fordelingerne af to forskellige biologi-
ske storrelser (nemlig fodleengderne af henholdsvis kvinder og mend) har
ensartede klokkeagtige former, som er naesten symmetriske omkring deres
midtpunkter. Videre giver matematiske overvejelser, at medianen for en sym-
metrisk fordeling kan findes som fordelingens gennemsnit. For at angive pla-
ceringen af en normalfordeling pa z-aksen er det saledes lige meget om man
bruger medianen eller gennemsnittet (de er nemlig ens). Men traditionen er,
at man angiver placeringen pa x-aksen via gennemsnittet.

For at specificere en normalfordeling mangler der ét aspekt udover gen-
nemsnittet, nemlig bredden af fordelingen. Bredden af en normalfordeling er
proportional med den tilhgrende spredning, som er givet ved kvadratroden
af variansen. Spedningen betegnes ofte med det greeske bogstav o (staves og
udtales sigma). Vi bemeerker, at bade gennemsnitsvaerdien p og spredningen
o har samme fysiske enhed som selve malingerne. I datasaettet med fodleeng-
der er dette mm (millimeter). Spredningen pa fodleengderne for kgnnene hver
for sig findes til at V881”€E|

¢¢M6—zm2@2+~-+(%9—2m3@2
Okvinde =

1986 = 12,43
; S (4)
¢¢N3—2ng& + -+ (295 — 271,18)
Omand = = 13710
4082

Vi ser, at der er lidt stgrre spredning pa malingerne for meendene. Mere
preecist er spredningen
13,10 — 12,43

-1 =54
12,43 00% = 5,4%

81 formelsamlingen [7] er der opgivet to forskellige formler for beregning af spredning.
Indtil videre ser vi pa datapunkterne for sig selv, og ikke som stikprgver fra to populationer.
Derfor bruger vi formlen for spredningen, hvor der “divideres med antal datapunkter”.



stgrre for meendene i forhold til kvinderne.

Opgave 7. Pa figur[3 gar xz-aksen for kvinderne fra ca. 200 til 285, mens
x-aksen for maendene gar fra ca. 220 til 320. Bredden af x-aksen er altsa ca.
85 for kvinderne og 100 for maendene, dvs.

100 — 85

-100% = 17,6
85 % 6%

storre for maendene 1t forhold til kvinderne. Forholdet mellem bredderne i
figuren (17,6%) er altsa storre end forholdet mellem spredningerne (5,4% ).
Argumentér for, at dette kan forklares med, at der er malinger fra flere mend
end kvinder.

Som det blev diskuteret i op-
gave [} sa kan man forvente at se
mere ekstreme observationer (ussed- 300
vanlig korte eller lange fodder) jo
flere malinger der er lavet. Sa det
vil veere lettest umiddelbart at sam-
menligne fodleengderne mellem de to
kgn, hvis der var lavet malinger pa 100
lige mange kvinder og mand. Det
er ikke nemt for os at afstedkomme
malinger af flere kvindelige soldater
i US Army. Men heldigvis er det til- 300
svarende let blot at bruge feerre af
malingerne pa de mandlige soldater.
Vi udveelger simpelthen 1986 tilfael-
dige malinger blandt de 4082 meand
(sa der er lige mange malinger pa 100
mand og kvinder) til brug for den
visuelle sammenligning af kgnnenes
fodleengder. Videre bruges de sam- 200 o 250
me y- og z-akser for histogrammer- Fodleengde (mm)
ne for de to kgn, og endelig place-
res histogrammerne ovenpa hinan-
den for at fodleengderne (som er pa
x-aksen) umiddelbart kan sammen-
lignes. Dette er gjort i figur [ hvor
vi tydeligt kan se, at maendene som gruppe har leengere fgdder end kvinderne.

200

Antal

200

Figur 4: Histogrammer tilsvarende fi-
gur [3] men med sammen antal malinger
og ens y- og x-akser for kvinder og maend.
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Opgave 8. Sammenlign de to forskellige visualiseringer i figur|[3 og figur[4).
Huilken visualisering synes du giver den bedste sammenligning af de to data-
sat?

Opgave 9. I bade figur[3 og figur[] angiver y-aksen antallet af datapunkter i
de forskellige bins. Men ved at bruge y-aksen anderledes fas andre varianter
af histogrammet, f.eks. kan man skalere optellingerne saledes at

arealet af sojlen = andelen af datapunkter v binnen

I et sadant histogram skal hgjden pa sgjlen ved “median binnen” i optellingen
fra panel saledes veere

1 327
=—--——=10,0329
Y75 1986
Bemeerk, at andelen % skal divideres med bredden pa sgjlen, som er 5.

Og hvis man f.eks. havde brugt centimeter som enhed pa z-aksen, sa skulle
man dividere med 0,5 (=gange med 2). Lav en tegning med denne variant
af histogrammet for kvindernes fodlengde! Overvej ogsa, om denne variant
af histogrammet er bedre til at sammenligne dataset af forskellig storrelse,
f-eks. de 1986 kvinder mod de 4082 mand.

Opgave 10. Indtil videre har alle vores histogrammer haft bins med bredde 5,
men man kan naturliguvis velge andre binbredder. Lav histogrammer af kvin-
dernes fodlengde med binbredde 1, 2, 5, 10 og 15 (mm), og overvej hvilket af
disse & histogrammer du synes giver den bedste visualisering af datasettet.
Hvad er fordele og ulemper ved visualiseringerne med de forskellige binbred-
der? For at lave histogrammerne anbefales det, at man bruger et passende
computer program. Bemerk videre, at datasettene med fodlengderne pa de
1986 kvinder og de 4082 mand er vedheftet dette dokument.

Indtil videre har vi underspgt fordelinger ved at beregne tal sasom gen-
nemsnit og spredning, og ved at lave histogrammer. Vi fandt saledes ud af,
at meend i gennemsnit har leengere fgdder end kvinder, mens at spredningen
af fodlaengderne indenfor kgnnene er naesten ens (omend spredningen er lidt
storre for meend). Ved at se pa histogrammerne konkluderede vi desuden, at
fordelingen af fodlaeengden har samme klokkeagtige form for de to kgn. Men
strengt taget kan det vaere sveert at se, om to histogrammer har ngjagtig sam-
me klokkeform. Et bedre visualiseringsveerktgj til at afggre om to fordelinger
har samme form er et sakaldt fraktildiagram. 1 et fraktildiagram optegnes
fraktilerne for to fordelinger mod hinanden. For at kunne ggre dette skal vi
fgrst vide, hvordan fraktiler beskrives og beregnes.
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For en procentdel o mellem 0% og 100% er en a-fraktil lgseligt beskrevet
et tal, der adskiller de « laveste veerdier fra de 100% — « hgjeste veerdier.
Medianen, som adskiller de 50% laveste vaerdier fra de 50% hgjeste veerdier, er
saledes 50%-fraktilen. Den praecise matematiske definition er lidt kompliceret:

Et tal x er en a-fraktil netop hvis

andelen af datapunkter
mindre end eller lig med z

andelen af datapunkter

. <a<
strengt mindre end x |~ ~ —

()

For et dataseet bestaende af IV reelle tal er de i voksende raekkefolge sorterede

"3 100%-fraktiler, hvor n er et heltal mellem 1 og N.

verdier saledes N

Den matematiske definition af en a-fraktil er formodentlig temmelig over-
veeldende at laese og forsta for de fleste. Sa lad os afprave definitionen pa
folgende dataseet bestaende af NV = 5 datapunkter:

ZE1:17 {L‘QZS 173:83 ZL’4:88 ZE5:77

Vi skal altsa fgrst sortere datapunkterne i voksende rackkefglge. Ovenfor blev
det i’'te datapunkt kaldt for xz;, og det viser sig at veere praktisk at indfere
notationen z; for det 7’te mindste datapunkt. Med denne notation har vi

J}(l) =3 J}(g) =17 SL’(3) =77 x(4) =83 I(5) = 88

For de N = 5 datapunkter er (s saledes en ? - 100%-fraktil, altsa 17 er
en 30%-fraktil for datasaettet ovenfor. Tilsvarende er medianen lig med 77.

Opgave 11. Bestem en 25%-fraktil, en 45%-fraktil, en 55%-fraktil og en
75 %-fraktil for folgende dataset bestaende af N = 10 datapunkter

57, 44, 52, 63, 1, 25, 51, 12, 81, 83

Antag nu, at vi har to datasaet af samme stgrrelse, og vi gerne vil vide
om de tilhgrende fordelinger har samme “form”. Dette kunne f.eks. veere
de N = 1986 malinger af kvindelige soldaters fodlengde, og de N = 1986
tilfeeldigt udvalgte malinger af mandlige soldaters fodleengde som blev brugt
i figur [d] For at undersgge om fordelingerne er ens laver vi et fraktildiagram
ved at gore folgende

1. Sorter fodleengderne i det fgrste dataseet i voksende raekkefglge. Vi vil
kalde disse vaerdier for z(;) < zo) < -+ < .

2. Sorter fodlengderne i det andet datasaet i voksende raekkefslge. Vi vil
kalde disse vaerdier for y) < y) < - <y

12



275

€
E
Q
S
D250
8
©
L
o
8 225
£
>
<
..J'
200
240 270 300

Meends fodlaengde (mm)

Figur 5: Fraktildiagram der sammenligner de to datasset i figur .

3. Lav et punktplot af punkterne (1’(1), y(l)), (l’(g), y(g)), ceey (x(N), y(N))'

4. Fordelingerne da samme “form” hvis punkterne pa punktplottet ligger
pa en ret linje.

5. Hvis punkterne pa punktplottet ikke ligger pa en ret linje, sa har for-
delingerne ikke samme “form”.

Bemeerk, at udsagnet i punkt 5. ovenfor er sekvivalent med

Hvis fraktildiagrammet viser systematiske afvigelser fra en ret
linje, sa vil de to fordelinger ikke have samme form.

Figur 5| viser fraktildiagrammet for fodleengderne. Vi ser, at naesten alle
punkterne (pa naer nogle enkelte meend med ussedvanlig store fadder) ligger
pa en naesten perfekt ret linje. Dette betyder, at de i voksende raekkefslge
ordnede malinger fra det andet dataseet stort set kan fas ved at indseette de i
voksende rackkefglge ordnede malinger fra det forste dataset i udtrykket for
en ret linje. Hvilket er ngjagtigt det samme, som at fordelingerne for de to
datasaet har samme form.

Opgave 12. [ denne opgave betragter vi tre datasaet, som alle har 15 data-
punkter. Det forste dataset er

047, 141, 130, 124, 98, 249, 322, 629, 479, 80, 84, 693, 30, 94, 236

Det andet dataset er

13



48, 155, 380, 138, 218, 126, 200, 280, 333, 251, 94, 204, 321, 269, 157
Det tredje dataset er
245, 131, 98, 125, 109, 350, 79, 319, 169, 101, 139, 129, 482, 188, 314

Fordelingerne af to af de tre dataset kan antages at have samme form, men
hvilke af de tre dataset er det? Vink: Undersog dette sporgsmal ved hjelp af
fraktildiagrammer.

2.1 Opsamling pa opvarmningen

Indtil videre har vi set pa to konkrete datasaet, beregnet deres gennemsnit og
spredning, visualiseret datafordelingerne ved histogrammer og sammenlignet
fordelinger via fraktildiagrammer.

Men egentlig var det jo meningen, at vi skulle tale om normalfordelingen.
Og bare rolig, der skal nok komme matematiske formler og beregninger pa
papiret. Men fgr vi kommer til formlerne vil vi bruge flere kraefter pa at opda-
ge normalfordelinger i verden omkring os. Vi har allerede lgftet lidt af slgret
ved at forteelle, at normalfordelingen har en helt seerlig klokkeagtig form og
at den derudover er beskrevet ved gennemsnit og spredning. I stedet for at
opskrive det matematiske udtryk for denne seaerlige form, sa vil vi i fgrste om-
gang bruge fodlaengderne for de 1986 kvinder i ANSUR II undersggelsen som
reference for formen af normalfordelingen. Denne normalfordelingsreference
bruges saledes:

Antag vi har et dataseet til vores radighed og gnsker at undersgge,
om dette datasset er (neesten) normalfordelt. Dette spgrgsmal
afggres ved at lave et fraktildiagram mod de 1986 datapunkter
fra normalfordelingsreferencen og se efter, om punkterne ligger
pa en (naesten) ret linje — altsa pa neer lidt statistisk variation
ligesom vi sa i figur o

Nogle lzesere vil maske veere oprerte over en sadan “statistisk” tilgang;
at afggre om et datasset er normalfordelt ved at sammenligne det med fod-
leengderne pa 1986 tilsyneladende arbitreert udvalgte kvindelige amerikanske
soldater. Men en sadan tilgang har faktisk veeret anvendt i fysikkens verden
for noget sa essentielt som laengde og veegt. Indtil 1960 var afstanden 1 meter
defineret som leengden pa en plantin-iridium stang, der blev opbevaret hos
Det Franske Videnskabsakademi. Sa hvis man skulle veere helt sikker pa om
en given genstand var kortere eller leengere end en meter, sa matte man tage
til Paris og lave sammenligningen med pagaeldende metalstang. Indtil den
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Figur 6: Et computer grafikbillede [§] af kilogram prototypen, som blev brugt som
reference indtil d. 20. maj 2019.

20. maj 2019 var 1 kilogram tilsvarende defineret som vaegten pa en platin-
iridium cylinder (se figur [6), der ogsa blev opbevaret i Paris. Enhederne for
bade afstand og veegt er nu blevet erstattet af definitioner baseret pa fysiske
naturkonstanter. Tilsvarende lover jeg at give en matematisk definition af
normalfordelingen senere i dette manuskript.

3 Endnu mere om fraktildiagrammer

For at fa metoden med at sammenligne med en referencefordeling til at fun-
gere i praksis, er det ngdvendigt generelt

1. At kunne sammenligne to dataseet, som ikke har det samme antal ob-
servationer.

2. At kunne sammenligne et dataszet med en sandsynlighedsfordeling.

Hvordan dette kan ggres vil blive beskrevet i de to fglgende underafsnit.

3.1 Sammenligning af to datasaset af forskellig stgrrelse

Lad der veere givet et datasset {y1,...,ym} bestaende af M tal, som skal
bruges som normalfordelingsreference. De i reckkefglge ordnede datapunkter
benaevnes

Yy < - <y

Hvis dette f.eks. er de M = 1986 fodleengder for kvinderne i ANSUR I
undersggelsen, sa gaelder helt konkret

Yo = 198, Y) = 210, Yia) = 212, Cee Y(1986) = 286
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Antag nu, at vi har et nyt datasset {x,...,zx} bestaende af N tal, og
at vi vil undersgge om dette datasaet er (neesten) normalfordelt. Dette ggres
ved at lave et fraktildiagram af de to datasset mod hinanden. Hvis fraktildia-
grammet viser en (naesten) ret linje, sa konkluderes at fordelingerne af de to
datasaet har (neesten) samme form. Idet vi har besluttet os for at {yi,...,yn}
er normalfordelt, sa vil dette betyde, at {z1,...,xy} er (neesten) normalfor-
delt. For at lave fraktildiagrammet starter vi med at sortere datapunkterne
i det nye dataseet. De i reekkefglge ordnede datapunkter benaevnes

Ty <o S Ty

Hvis de to datasaet har lige mange datapunkter, altsa hvis N = M, sa
laves fraktildiagrammet som et punktplot af datapunkterne

(T(my, Ymy) forn=1,..., N,

Grunden til at dette giver et fraktildiagram er, at det n’te par (), y@)) her

svarer til -100% fraktilerne i de to dataseet.
Hvis de to datasaet ikke har lige mange datapunkter, altsa hvis N # M, sa
er parringen af fraktilerne ikke helt sa umiddelbar. Lad os fgrst se pa tilfeeldet

med N < M. Sa har vi flere fraktiler m]\f - 100% for referencedatassettet

1
n—s

{y1,...,ym} end der skal matches med fraktilerne n]_vé - 100% for det nye
dataseet {z1,...,xn}. For et givet x(,) veelger vi at bruge det y,,), hvor de
to fraktiler passer bedst muligt sammen. Vi finder dermed m ved at lgse
ligningen

M N’

altsa .
1 n—y

=—-+ M- 2,

m=g* N

Der er dog et problem med denne lgsning, nemlig at m skal veere et heltal for

at y(m) findes som et datapunkt. Dette lgses ved afrunding, hvor vi bruger
_1

det mindste heltal der er stgrrer end eller lig med M - 2 ~~ - Den matematiske

notation for det mindste heltal storre end eller lig med et decimal tal z er

[2]. Pa engelsk kaldes dette for ceiling, og der gaelder f.eks.

(20811 =21,  [101] =101, [2] =4, [1985,1111] = 1986.

Konklusionen pa ovenstaende matematiske analyse er, at hvis N < M, sa
kan fraktildiagrammet laves som et punktplot af punkterne

N

(x(”)’y([M"_ﬂ)) form=1,...,N.
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Hvis N > M, sa er situationen helt tilsvarende panser, at der nu er
flere datapunkter i det nye datasset. Dermed laves fraktildiagrammet som et
punktplot af punkterne

x 1 ,ym>form:1,...,M.

(= gy v

Opgave 13. Betragt tilfeldet hvor N < M, og lad n vere et heltal mellem
1 og N. Brug definitionen af fraktiler i og argumentér for, at

1
n—s
N

(1) x(ny eren - 100%-fraktil for dataseettet {xi,...,xN},

(2) y((M.”;ﬂ) er en —% - 100%-fraktil for datasettet {yi,...,yn}

Forklar hvorfor dette betyder, at punktplottet af punkterne (:p(n), y( [M el -‘ ))
N

form = 1,...,N giver et fraktildiagram, altsa en visuel sammenligning af
fraktilerne for de to dataset.

Opgave 14. Lav fraktildiagrammer mod normalfordelingsreferencen for hver
af de tre dataset i opgave [14. Huilket af de tre dataset kan antages at vere
normalfordelt?

3.2 Sammenligning af et datasset med en sandsynlig-
hedsfordeling

Metoden givet i afsnit kan ogsa udvides til at blive brugt i den situation,
hvor x(1) < z(2) < --- < () beskriver en voksende rackke af mulige udfald
med tilhgrende sandsynligheder py, ..., py. Der skal gaelde, at p, > 0 og

N
 bn=pit-tpy=1 (6)
n=1

Som et eksempel lad os se pa antal gjne efter et slag med en almindelig
terning. Her er der N = 6 mulige udfald, nemlig heltallene fra 1 til 6. Vi gar
ud fra, at terningen er erlig. Dette betyder, at alle udfald er lige sandsynlige.
Da synlighederne skal summere til 1 ma disse sandsynligheder altsa veere %.
Sammenhgrende udfald er saledes givet ved tabellen

n |1 2 3 4 5 6
x(n) 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1

Pn |5 § 6 6 6 &
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Figur 7: Opgave |14] besvares med tre fraktildiagrammer. Fgrste og tredje dataseet
er altsa ikke normalfordelte, mens det andet datasaet synes at veere normalfordelt.

Opgave 15. Argumentér for, at fordelingen af summen af gjnene efter et slag
med to almindelige terninger har N = 11 mulige udfald, hvor sammenhgrende
udfald og sandsynligheder givet ved tabellen

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Tw | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 5

2 3 4 5 6 4 3 2 1
Pn_| 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Opgave 16. Argumentér for, at en binomialfordeling med antalsparameter
= 20 og sandsynlighedsparameter = % har N = 21 mulige udfald, hvor sam-
menhgrende udfald og sandsynligheder er givet ved

20! (
P = 20120 — n)!

)20

N [

Tp) =N — 1,

forn=1,...,21.

I praksis vil vi sammenligne sandsynlighedsfordelinger mod fordelingen
af fodleengderne for de M = 1986 kvinder i ANSUR II undersggelsen. Og da
1986 er et forholdsvis stort antal, sa vil vi antage, at N < M. I givet fald
laves fraktildiagrammet som et punktplot af punkterne

<$(n)’y((M-Z?_1piD> form=1,...,N,

hvor [M->"7 | p;] er det mindste heltal, som er storre eller lig med M->"" | p;.

Figur [§ og [9] viser pinde- og fraktildiagrammer for henholdsvis “summen
af antal ojne ved slag med to terninger” og for “binomialfordelingen med
antalsparameter = 20 og sandsynlighedsparameter = 0,5” mod normalforde-
lingsreferencen. Idet fraktildiagrammer viser (naesten) rette linjer konklude-
res, at begge disse fordelinger er (naesten) normalfordelinger.
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Figur 9: Punktsandsynligheder og normalfordelingsreference-fraktildiagram for bi-
nomialfordelingen med antalsparameter = 20 og sandsynlighedsparameter = 0,5.
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Figur 10: Sandsynlighedstaethedshistogrammer for fodleengderne pa kvindelige og
mandlige soldater i ANSUR II undersggelsen.

Opgave 17. Fraktildiagrammet i figur[q viser en tydelig afvigelse fra normal-
fordelingsreferencen nar der er fa eller mange successer. Diskutér om man
kan forvente at de “kun” 1986 malinger af de kvindelige soldater kan matche
de mest ekstreme sandsynligheder 1 binomialfordelingen? F.eks. er sandsyn-

ligheden for at fi 20 successer givet ved (3)* ~ 555505 -

4 Normalfordelingen

Opgave [9] introducerede en variant af histogrammet, hvor y-aksen angiver
sandsynlighedstetheder i stedet for antal. En besvarelse af opgave [] findes
i figur [I0] der viser sadanne sandsynlighedsteethedshistogrammer for fod-
leengderne pa henholdsvis kvinder og maend. Det ses, at de to histogrammer
har sammenlignelige y-akser (og derfor umiddelbart kan sammenlignes) selv
om der er mere end dobbelt sa mange maend som kvinder i ANSUR Il un-
dersggelsen.

Sandsynlighedstaethedshistogrammer ligner umiddelbart antalshistogram-
merne, men y-aksen er skaleret anderledes. I sandsynlighedstaethedshisto-
grammerne er y-aksen skaleret saledes at det samlede areal af alle sgjlerne
er ngjagtig lig med 1, som er det samme som 100%. Lad os f.eks. se pa den
nasthejeste sgjle i histogrammet for de kvindelige soldater. For denne sgjle
gar x-aksen fra 247.5 til 252,5 (i enheden mm). Sgjlen har altsa en bredde
pa 5 (ligesom alle de gvrige sgjler), og ender lidt under 0,03 pa y-aksen. For-
tolkningen af dette er, at lidt under 5 - 0,03 = 0,15 = 15% af kvinderne har
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fodleengder mellem 247,5 og 252,5 (mm).
I figur [10] er der ogsa indtegnet en kurve sammen med hver af histogram-
merne. For kvinderne er det grafen for funktionen

1 _l.(z—246,29)2
vinde(Z) = ———— - e 1243
fiwinae(2) V27 12,43

2
og for maendene er det grafen for funktionen

1 _l.(z7271,18)2
= m e 2 13,10 )
T y

Begge disse funktioner er eksempler pa tethedsfunktioner, som for en nor-
malfordeling med middelveerdi 1 og spredning o er givet ved

fmand(x>

Foo () = Lo (=) (7)

2 -0

I funktionsudtrykkene ovenfor har vi saledes indsat gennemsnit og spredning

fundet i og , altsa
Hkvinde = 246,29 Okvinde — 12743 Hmand = 271,18 Omand — 13710

Vi ser, at disse normalfordelingstaethedsfunktioner fglger histogrammerne
ganske teet. Dette er ikke en tilfseldighed. Som tidligere postuleret, sa er
fodleengderne rent faktisk normalfordelte med meget god approksimation.
Teaethedsfunktionen i ligning er den i slutningen af afsnit lovede ma-
tematiske definition af normalfordelingen.

For vi ser neermere pa nogle matematiske egenskaber ved funktionen i
(7)) vil vi forst preve at bruge den til noget. Hvis vi f.eks. vil vide hvor man-
ge kvinder der har fodlzengde mellem 247.5 og 252,5 (mm), sa gangede vi
tidligere bredden (5 mm) og hgjden (lidt under 3% per mm) af den tilsva-
rende sgjle i histogrammet. Idet normalfordelingsteetheden fiyinge(z) folger
histogrammet teet, sa kunne vi ogsa beregne denne andel ved at integrere
fivinde() over intervallet fra 247,5 til 252,5 (mm), og dermed finde arealet
under grafen. Altsa

252,5 252,5 5
’ ’ 1 1. (1724629)
fkvinde(l') dr = / - .e 2 1243 dxr
/247,5 2475 V212,43

= 0,1525 = 15,25%

Dette er lidt mere end 15%, mens histogrammet viste lidt mindre end 15%.
Men hvis vi ser ngje efter pa figur sa passer dette med, at grafen for
fivinde () ligger lidt over histogrammet pa den pagaeldende del af x-aksen.
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235, 263, 258, 246, 247, 241, 243, 255, 243, 279,
250, 228, 264, 238, 266, 228, 253, 247, 248, 267,
259, 245, 236, 271, 260, 261, 244, 241, 232, 237,
231, 242, 238, 244, 256, 255, 271, 236, 235, 257,
244, 240, 254, 252, 247, 252, 234, 237, 260, 252,
244, 242, 236, 237, 228, 272, 247, 237, 230, 259,
257, 250, 237, 253, 265, 258, 267, 236, 248, 249,
259, 252, 231, 236, 235, 262, 232, 243, 243, 243,
247, 260, 259, 223, 249, 269, 259, 274, 238, 274,
237, 251, 253, 246, 248, 245, 243, 249, 241, 248

Tabel 1: 100 tilfseldigt udvalgte observationer blandt de 1986 kvindelige fodlaeng-
der. De 14 observationer mellem 247,5 og 252,5 (mm) er markeret med rgdt.

Integralet ovenfor kan forgvrigt ikke udregnes “i handen pa et stykke pa-
pir” ved brug af klassisk integralregning. Udfordringen er, at stamfunktionen
hgrende til fiyinge(x) ikke kan skrives pa kort form via kendte matematiske
funktioner (sasom potens, eksponential og trigonometriske funktioner). In-
tegralet skal derfor beregnes numerisk ved brug af en computer. Man kan
sa med rette spgrge hvorfor man skal erstatte en simpel afleesning fra et
histogram med en besveerlig computer beregning af et integral. Det er der
heller ikke nogen grund til. Men nar maden data er indsamlet pa, eller de
sporgsmal man stiller til data, bliver mere komplicerede, sa viser normalfor-
delingen sig ofte at veere et umadeligt nyttigt og kraftfuldt veerktej. I neeste
afsnit illustreres dette ved et eksempel.

4.1 Et eksempel pa brug af normalfordelingen

I dette eksempel gnsker vi at finde ud af, hvor mange af de 1986 kvinder fra
ANSUR II datassettet der har fodleengder mellem 247,5 og 252,5 (mm). Vi
har adgang til hele datasaettet og en simpel opteelling giver, at dette drejer
sig om 288 kvinder. Sa langt sa godt.

Men hvad nu hvis vi ikke har adgang til hele datassettet? Det kunne f.eks.
veere, at vi kun har faet opgivet fodleengderne pa 100 af de 1986 kvinder.
Tabel [1] viser fodleengderne pa 100 tilfeeldigt udvalgte kvinder. Blandt disse
100 kvinder har 14 en fodleengde mellem 2475 og 252,5 (mm). Ud fra dette
vil man geette pa at

14
1986 - — = 278,04 ~ 278
100 ’

kvinder blandt de 1986 kvinder har fodder af pagaeldende stgrrelse. Det er jo
ikke sa langt fra det rigtige antal pa 288 kvinder, men spgrgsmalet er, om vi
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Figur 11: Fraktildiagram over de 100 tal fra tabel

kan komme med et bedre gaet.

Lad os prgve at bruge normalfordelingen i stedet for. Fgrst skridt er at
undersgge om de 100 tal fra tabel [I] overhovedet kan antages at veere normal-
fordelte. Vores vaerktgj til dette er at lave et fraktildiagram. Indtil nu har vi
jo brugt de 1986 kvinders fodleengde som normalfordelingsreference, men lige
ngjagtig i dette eksempel vil dette veere at snyde. Vi har jo udtaget de 100 tal
fra denne population, sa det vil ikke veere overraskende hvis de 100 udtagne
fodleengder har samme fordeling som den population de kommer fra. For at
illustrere fremgangsmaden vil vi i stedet for bruge de 4082 malinger af maends
fodleengder som normalfordelingsreference, og sa lave fraktildiagrammet som
et punktplot via metoden fra afsnit Dette er gjort i figur og idet frak-
tildiagrammet pa neer lidt variation viser en ret linje, sa kan vi altsa godt
bruge normalfordelingen. Derefter beregner vi gennemsnit og spredning]’

235 + -+ 4 248
a = = 24 ,2
100 tal 100 8,23
235 — 248 23)2 + - .. 248 — 248.23)2
0100 tal = \/( 23) ;_00 —:< 23) =12,12

91det vi betragter de 100 malinger som en stikprgve fra populationen af kvinders
fodleengde bruges formlen for et estimat for spredningen, altsd hvor der divideres med
100 — 1 = 99 i stedet for med 100. Dette er en spidsfindig teknisk detalje, som vi ikke vil
diskutere yderligere!
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Normalfordelingsintegralet giver dermed en andel pa

/252,5f "y /252,5 1 _l'(%m%)zd
100 tallX) AT = —_— . 2 1212 T
247,5 2475 V212,12

=0,1617 = 16,17%

Ud fra dette vil man geette pa, at
1986 - 0,1617 = 321,14 ~ 321

kvinder blandt de 1986 kvinder har fodleengde mellem 247,5 og 252,5 (mm).
Lad os lave en kort opsumme-

ring: Vi har afprgvet to forskellige

metoder til at geette pa hvor man- 0.015

ge af populationen pa 1986 kvinder,

der har fodlengder mellem 2475 og 0.010

252,5. Det rigtige antal er 288 kvin-

der. Den fgrste metode, som bestod H

i en simpel opskalering fra andelen ﬂ —h—’_hh

af de 100 tilfeeldigt udvalgte kvin-

der til hele populationen pa 1986

kvinder, gav et gaet pa 278 kvinder.

Den anden metode, som fgrst fandt 0.015

gennemsnit og spredning og deref- B

ter brugte normalfordelingen, gav et 0.010

svar pa 321. Selv om det andet geet

er klart leengere fra det rigtige antal 0,005

pa 288 kvinder end det forste geet, sa

er den anden metode faktisk bedre! [ L

Sagen er den, at den fgrste metode er o000 T P

mere fglsom overfor hvilke 100 kvin- Antal

der, der blev udvalgt. Hvis den sidste

maling i tabel [1] f.eks. havde veeret Figur 12: Opferelse af de to metoder. Den
247 (mm) i stedet for 248 (mm), sa rgde linje viser det rigtige antal pa 288
havde forste metode geettet pa kvinder.

o
o
S
5]

0.000

Sandsynlighedstaethed

13
1986 - — = 258,18 ~ 258
100 ’
kvinder, mens geettet fra anden metode kun ville sendre sig ganske lidt (og
vil stadigveek vaere pa 321 kvinder efter afrunding).
For at undersgge hvilken af de to metoder der fungerer bedst har vi lavet
et sakaldt simulationseksperiment. Eksperimentet bestar i, at vi 1000 gange
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har udtaget et datasaet bestaende af 100 tilfeeldigt udvalgte kvinder blandt de
1986 kvinder i ANSUR II undersggelsen. Og for hver af de 1000 gentagelser
har vi brugt de to metoder. Histogrammerne i figur (12| viser en opsummering
af de 1000 geet fra de to metoder. Vi ser, at gaettet der baserer sig pa nor-
malfordelingen er bedre i den forstand, at det varierer mindre omkring det
rigtige antal pa 288 kvinder.

Opgave 18. Huis vi laver normalfordelingsberegningen baseret pa middelveer-
di og spredning fra samtlige 1986 kvinder, og ikke bare 100 tilfeldigt udvalgte
kvinder, sa fas

252,5 1 1 (ac—246,29
e 2

252,5 2
1986 - / frvinde(x) dz = 1986 - / 1243 ) dx
2

47,5 2475 V211243 ‘
= 1986 - 0,1525 ~ 303

kvinder. Diskutér i hvilken forstand dette antal kunne siges at vaere mere
korrekt end de 288 kvinder fundet ved en simpel optelling i datasettet.

5 Matematiske egenskaber

Indtil nu har vores overvejelser taget udgangspunkt i et konkret datasaet,
nemlig fodlengderne fra ANSUR II undersggelsen. Men i dette afsnit vil vi
legge data og konkrete tal til side, og arbejde abstrakt med de matematiske
formler.

Forst en preecisering af sprogbrugen omkring ordet “gennemsnit”. Indtil
videre har vi beregnet gennemsnit af datapunkter, f.eks. for de 1986 kvin-
ders fodleengder, og vi har sagt at en normalfordeling er specificeret ved sit
gennemsnit og sin spredning. Men den korrekte matematiske terminologi er
at bruge ordet “middelverd:” for gennemsnittet af en teoretisk sandsynlig-
hedsfordeling. Normalfordelingen er altsa specificeret ved sin middelverdi og
sin spredning. Tilsvarende bruges ordet “gennemsnit” for middelveerdien af
et datasaet bestaende af konkrete tal. Men nok om disse to ord, det er faktisk
slet ikke vigtigt for vores videre overvejelser.

Sandsynlighedsteetheden f, ,(z) for en normalfordeling med middelveerdi
1 og spredning o blev opskrevet i @ Vi vil se nzermere pa de matematiske
egenskaber ved denne funktion, som for overskuelighedens skyld gentages her

1 1 (2=

e E——————C

2m -0

Idet spredningen o er et positivt tal, kan vi som det fgrste bemserke, at
fuo(x) > 0 for alle z. Dette betyder, at sandsynligheden for et interval [a; b],
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Interval Normalfordelingssandsynlighed
Middelveerdi + 1 gange spredning 0,682689 ~ 68%
Middelveerdi + 2 gange spredning 0,954500 =~ 95%
Middelveerdi + 3 gange spredning 0,997300 =~ 100%
Middelveerdi + 4 gange spredning 0,999937 ~ 100%

Tabel 2: Normalfordelingssandsynligheder for forskellige intervaller omkring mid-
delveerdien.

hvor a < b er henholdsvis venstre og hgjre endepunkt, er strengt positiv

b
/ Juo(x)dx >0,

hvilket passer med at sandsynligheder er ikke-negative tal. Tabel [2] oplister
normalfordelingssandsynligheder for intervaller af formen

[w—n-oip+n-o]

for n = 1,2,3,4, hvor 1 er middelvaerdien og o er spredningen. Disse sand-
synligheder afhaenger ikke af de konkrete veerdier af u og o, hvilket afspejler
at normalfordelingerne har samme “form” uanset hvad middelveerdien og
spredningen er.

Vi bemeaerk, at sandsynligheden for at veere langt vaek fra middelveer-
dien (malt i enheder af spredningen) er sa forsvindende, at man i praksis
godt kan bruge normalfordelingen til at beskrive malinger der ikke ligger pa
hele den reelle akse. F.eks. brugte vi en normalfordeling med middelveer-
di fiiyinge = 246,29 og spredning oyyinge = 12,43 til at beskrive fodleengden
pa de kvindelige soldater. Fadder har en positiv leengde, og den tilhgrende
normalfordelingssandsynlighed for at fa en negativ fodleengde kan beregnes
til

0
/ fﬂkvindezakvinde (.I) dr =1,12- 10~
—00

Selv om dette stadigvaek er et strengt positivt tal, sa er det sa forsvindende
lille, at det ikke g@r noget i praksis.
Tabel [2] indikerer ogsa, at der gaelder

| hotorde=1, (3)

I hvert fald er det sadan, at normalfordelingssandsynlighederne for at ligge
i intervallerne middelverdi = 3 gange spredning og middelverdi + 4 gange
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spredning begge er meget taet pa 1. Dette tyder pa at normalfordelingssand-
synligheden for at ligge i intervallet middelvardi £ n gange spredning naermer
sig 1 nar n vokser mod uendelig, hvilket netop er pastanden i . Dette er
en helt afggrende egenskab, som betyder at funktionen i er en sandsyn-
lighedsteethed, altsa en funktion der antager ikke-negative veerdier og hvor
arealet under grafen er lig med 1 = 100%.

Folgende opgave giver et matematisk bevis for den afggrende . Beviset
bestar af 4 trin. Det tredje trin bruger dobbelt integraler og poleer integration,
som ikke er en del af det almindelige gymnasiepensum. Det er ikke afggrende
for resten af hovedteksten, at man lgser denne opgave. Sa man er velkommen
til blot at overspringe opgaven.

Opgave 19. [ denne opgave vil vi trin for trin arbejde os igennem et mate-
matisk bevis for (8]).

Trin 1: Argumentér for, at det er tilstraekkeligt at vise (8)) for en normalforde-
ling med middelverdi ;1 = 0 og spredning o = 1. En sadan normalfor-
deling kaldes forgurigt for en standard normalfordeling.

Vink: Integration ved substitution u = “-* giver

o0 o0 1 c—p 2
/ Juo(x) d:v:/ -e_%'( g ) dx
— / [ 6_% du
—oo V21
:/ f071(u) du.
Trin 2: Argumentér for, at det er tilstrekkeligt at vise formlen

/OO e‘é dr = /2. (9)

—00

-3
3
Q

Vink: Indset =0 ogo =11 .

Trin 3: Umiddelbart er det overraskende, at konstanten m optreder 1 @D Fra
geometrien genkender vi tallet 2w som omkredsen pa en cirkel med ra-
dius 1. For at slippe af med kvadratroden kvadrerer vi pa begge sider
af @D, som vi skal bevise, hvorefter vi regner videre pa venstre siden.
Dette giver folgende dobbelt integral

o0 22 2 o0 22 o0 42
(/ e 2 dx) = (/ e 2 dx> . (/ ez dy)
:/ / e e dx dy.
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Trin 4:

Funktionsveerdi
. 1.00
0.75

0.50

0.25

0.00

x2 2
Figur 13: Visualisering af funktionen e™ 7= af de to variable z og Y.

22 4y2
Figur viser “grafen” for funktionen ¢~ = af de to variable x og vy,
hvor funktionsverdien er visualiseret ved farvekodning. Et alternativ til
en sadan farvegraf er at lave et 3d-plot, men den anvendte visualise-
ring er mere nyttig for os. F.eks. er det lettere at se, at funktionen er

z2 2
konstant pa cirkler omkring (0,0). Mere precist gelder e~ 3 = e
nar (x,y) ligger pa omkredsen af cirklerﬂ med radius .

Argumentér for, at (x,y)-planen kan skrives som foreningen af om-
kredsen af cirkler med radius r > 0, og at dobbelt integralet dermed kan
omskrives til

[e%e) e’} 22442 0 2
/ / e 2 drdy= / 27r - e 2 dr. (10)
—o0 J —o0 0

Vink: Du far brug for, at cirklen med radius r har omkreds 27r.

Brug omskrivningen til at vise @D, og dermed .

»

T

Vaink: Integration ved substitutionen u = e~ 2 qiver

0 2 1
/ 2rr - e 2 d?“:/ 21 du = 2m.
0 0

0Her kom cirklen i spil, sa det lader til at vi er pa rette vej med vores matematiske

bevis!
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5.1 Simulering af normalfordelinger

I afsnit brugte vi normalfordelingen til at beregne andelen af kvinder med
fodleengder i intervallet fra 247,5 mm til 252,5 mm. Dette blev gjort ved at

beregne integralet
252,5
/ Juo(x)de
2475

for konkrete veerdier af middelveerdien i og spredningen o. For de 100 tal i
tabel [1] havde vi f.eks. gennemsnit p = 248,23 og spredning o = 12,12, og vi
beregnede andelen

252,5
/ fuo(x)dr =0,1617 = 16,17% nar p = 248,23 og 0 = 12,12. (11)
2475
Som tidligere neevnt kan normalfordelingsintegraler ikke udregnes “i handen”
ved brug af klassisk integralregning. Integralet skal derimod beregnes ved
brug af en computer. Men i stedet for at “beregne normalfordelingsintegraler”
vil vi i dette afsnit vise hvorledes man kan “simulere normalfordelte tal”, og
derefter diskutere hvordan dette kan bruges til at lave beregninger med nor-
malfordelingen. At simulere normalfordelte tal betyder, at man f.eks. bruger
en computer til at generere nogle tal der matematisk set er normalfordelte.

For at beskrive hvordan dette kan ggres vil vi bruge begrebet stokastisk
variabel. En stokastisk variabel er en stgrrelse, der antager en tilfeldig verds.
Typisk vil man angive fordelingen af en given stokastiske variabel X. Hvis
vi f.eks. siger, at X er normalfordelt med middelverdi i og spredning o, sa
betyder det, at sandsynligheden for at X antager en veerdi fra intervallet
la, b] er givet ved integralet

b
Pla< X <b) —/ fuo(x)de,

hvor f,,(z) er givet ved (7). Og hvis vi siger, at den stokastiske variable U
er ligefordelt pa intervallet |0, 1], sa betyder det, at sandsynligheden for at U
antager en veerdi fra intervallet ]a, b], hvor 0 < a < b < 1, er givet ved

P(a<U§b):b—a.

Vi far ogsa brug for begrebet stokastisk uafhaengighed. To stokastiske variable
U og V siges at veere stokastiske uathaengige, hvis der geelder

P(a<U§bogc<V§d):P(a<U§b)-P(c<V§d)

for alle a < b og c < d.
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Figur og resten af opgave viser, at hvis U og V er uafhaengige
stokastiske variable, der begge er ligefordelte pa |0, 1], og hvis (X,Y") er givet
ved

a) at afstanden R fra (0,0) til (X,Y") opfylder U = e—RTQ,

b) at Vinklenm 0 fra z-aksen mod urets retning til linjen fra (0, 0) til (X,Y)
opfylder § = 27V,

sa er X og Y uafheengige stokastiske variable, der begge er normalfordelte
med middelveerdi 0 og spredning 1.

Opgave 20. Vis, at (X,Y) kan fas ud fra (U, V) ved formlerne

X =cos(2nV) - y/—2-1In(U), Y =sin(27V) - /—2-In(U).

Mange matematikprogrammer og programmeringssprog giver mulighed
for at simulerer ligefordelte tal pa intervallet |0, 1]. Dette betyder, at hver
gang med “beregner” resultatet, sa fas et nyt tilfeeldigt tal mellem 0 og 1.
Og hvis man skal finde to uafhengige ligefordelte tal, sa skal man blot “lave
beregningen” to gange i traek. Men man kan ogsa simulere approksimative
ligefordelinger ved at kaste med en terning.

Opgave 21. Argumentér for, at hvis W er udfaldet af en erlig terning med
1

K sider, f.eks. K =6 eller K =20, sa er WI? approksimativt ligefordelt pa
intervallet |0, 1]. Brug dette til at simulere 100 approksimativt normalfordel-
te tal. Sammenlign med fordelingen af fodlengderne for de 1986 kvindelige

soldater 1 ANSUR 11 datasettet. Virker metoden?

Vink: Man skal kaste terningen 100 gange, og samle terningkastene i 50
par af to kast. Dette omregnes til 50 par af U’er og V ’er, og derefter til 50
par af X'’er og Y ’er. Tilsammen giver dette 100 tal, som er approksimativt
normalfordelte.

5.2 Beregning af fraktiler

I opgave [21] beskrev vi hvordan man kan simulere approksimativt ligefordelte
stokastiske variable U og V' ved at kaste med en terning, og derefter bruge
dette til at simulere approksimative normalfordelte stokastiske variable X og
Y. Sadanne tilfeeldige og normalfordelte tal kan derefter bruges til at lave
sandsynlighedsberegninger, f.eks. at bestemme normalfordelingsfraktiler.

11Vinklen males her i radianer fra 0 til 27.
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Figur 14: Normalfordelingsreference-fraktildiagram for simuleringen af normalfor-
delinger via terningkast, se opgave

Men hvis man kun gnsker at lave sandsynlighedsberegningerne, sa kan
man i stedet for beskrive fordelingen af (U,V) ved systematisk at placere
punkter jevnt pa enhedskvadratet ]0,1]x]0,1]. Figur viser 25 punkter
jeevnt fordelt i et 5 x 5 grid. Oplistet rackkevis fra nederste venstre hjgrne er
de 25 punkter

1 1 3 1 9 1 1 3 3 3 9 3
(E’l_O% (TO’E)’ ceey (E?E)v (1_0’1_0)’ (Eaﬁ)) ) (Eaﬁ))
19 39 9 9
BT TS T TR TS TL
Indseettes disse 25 talpar i formlerne
X =cos(2nV) - /—2-In(U), Y =sin(27V) - /-2 - In(U)

fas folgende 50 tal (her afrundet til 3 decimaler)

1,736 1,261 -0,663 2,041 -2,146 0,000 -0,663 -2,041 1,736
-1,261 1,255 0,912 -0,480 1,476 -1,552 0,000 -0,480 -1,476
1,255 -0,912 0,953 0,692 -0,364 1,120 -1,177 0,000 -0,364
-1,120 0,953 -0,692 0,683 0,496 -0,261 0,803 -0,845 0,000
-0,261 -0,803 0,683 -0,496 0,371 0,270 -0,142 0,437 -0,459
0,000 -0,142 -0,437 0,371 -0,270

Opgave 22. Efterprov disse udregninger! Vink: De to forste tal er givet ved

cos (22) -y/—2-In(55) = 1,736 sin(3%)-4/—2-In(55) = 1,261
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Figur 15: Punkterne (U, V) = (ZKQ,]T?) fori=1,...,Kogj=1,..., K med

K = 5. Dette giver K? = 25 punkter jeevnt fordelt pa enhedskvadratet |0, 1]x]0, 1].

Man kan nu finde approksimationer af normalfordelingsfraktiler ved at
ordne de beregnede tal i voksende rackkefglge. Dette giver de 50 tal:

-2,146 -2,041 -1,552 -1,476 -1,261 -1,177 -1,120 -0,912 -0,845

-0,803 -0,692 -0,663 -0,663 -0,496 -0,480 -0,480 -0,459 -0,437

-0,364 -0,364 -0,270 -0,261 -0,261 -0,142 -0,142 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,270 0,371 0,371 0,437 0,496 0,683
0,683 0,692 0,803 0,912 0,953 0,953 1,120 1,266 1,255
1,261 1,476 1,736 1,736 2,041

Opgave 23. Gor rede for, at de 50 tal ovenfor er approksimationer af 1%,
3%, ..., 99% fraktilerne for en normalfordeling med middelverdi 0 og spred-
ning 1. Forklar i serdeleshed, hvorfor der er tale om approksimationer og
tkke eksakte beregninger.

Hvis man vil have en bedre approksimation af ligefordelingen pa enheds-
kvadratet, og dermed af den efterfglgende bestemmelse af normalfordelings-
fraktiler, sa skal man veelge flere punkter. Venstre panel i figur viser
saledes 35-35 = 1225 punkter jeevnt fordelt pa enhedskvadratet, hvilket giver

;;—jo -100% fraktilerne for i = 1,2, ...,2450 for en standard normalfordeling.

Hgjre panel i figur viser det tilhgrende fraktildiagram for sammen-
ligningen med de 1986 malinger af kvinders fodlaengder fra ANSUR II un-
dersggelsen. Tidligere har vi brugt kvindernes fodleengder som reference til

at afgore, om andre dataseet er (naesten) normalfordelte. Men nu har vi lavet
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Figur 16: Panelet til venstre viser 1225 = 35 - 35 punkter jeevnt fordelt pa en-
hedskvadratet ]0,1]x]0,1]. Disse punkter kan transformeres til 2450 = 2 - 35 - 35
fraktiler for standard normalfordelingen, dvs. en normalfordeling med middelveer-
di 0 og spredning 1. Hgjre panel viser sammenligningen af disse fraktiler med
fraktilerne for de 1986 kvindelige fodleengder.

en matematisk konstruktion af normalfordelingsfraktiler og kan vende tinge-
ne pa hovedet! Vi har en matematisk normalfordelingsreference (y-aksen pa
hgjre panel i figur og kan nu vurdere om kvindernes fodlengder er nor-
malfordelte! Dette viser sig at veere tilfeeldet panser en enkelt kvinde, som
har en useedvanlig kort fod (kortere end 200 mm).

Opgave 24. Lad os ogsa prove at bestemme integralet fra . Altsa
252,5

/ Juo(x)de
2

47,5

nar p = 248,23 og o = 12,12. Vis, at integration ved substitutionen y =

r—24823 gi’U@’I"
2525 0,35231
/ fro() de = / Jou(y) dy
2

12,12
47,5 —0,06023
Beregn de 2450 = 2 - 35 - 35 normalfordelingsfraktiler fra figur[16] og optel,
at 388 af disse ligger i intervallet fra -0,06023 til 0,35231. Gor rede for, at
dette giver

0,35231
’ 388
foaly) dy ~ = = 15.84%
\/—0,06023 2450

Diskutér om dette giver en god approksimation af den praecise integralverdi
pa 16,17%.
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6 Den Centrale Graensevardisaetning

En af grundene til at normalfordelingen er sa utrolig vigtig er, at den dukker
op i mange forskellige sammenhaeng. Vi har allerede set, at normalfordelingen
beskriver hgjde og fodleengder for meend og kvinder (afsnit , “fordelin-
gen af summen af antal gjne ved slag med to terninger” og “fordelingen af
succeser” (afsnit , og til sidst i dette manuskript skal vi se, at normal-
fordelingen ogsa beskriver fordelingen af logaritmen af danskernes disponible
indkomst (afsnit . Alle disse eksempler har folgende to ting tilfeelles

(a) Normalfordelingen er ikke ngdvendigvis en eksakt matematisk beskri-
velse. Men derimod er normalfordelingen en approksimativ beskrivel-
seH, der f.eks. kan danne grundlag for statistiske analyser af datasaet.

(b) T alle eksemplerne kan malingen forstas som en sum af mange bidra@

“Den Centrale Graensevardisaetning” er en af hovedsaetningerne i
matematisk sandsynlighedsregning. Ganske kort siger denne saetning, at un-
der passende forudsaetninger geelder

(b) = (a)
Eller skrevet lidt mere udferligt (men stadigveek lgseligt):

Under passende forudsaetninger geelder, at summen af mange sto-
kastiske bidrag er approksimativt normalfordelt. Approksimatio-
nen bliver bedre og bedre jo flere led der er i summen.

Den fgrste version af den centrale graenseveerdisaetning er De Moivre-Laplace’s
setning publiceret i 1738, som giver approksimationen

n! N 1 exn [ — (k — np)®
k!(n—k)!p (L=p)~ 2mnp(1 — p) p( 2”19(1_19))

nar 0 < p <1 ogk ~ np.

Opgave 25. Gor rede for, at De Moivre-Laplace’s seetning siger, at binomsi-
alfordelingssandsynligheder kan approksimeres ved normalfordelingstetheder.

Efterfglgende er den centrale graenseveerdisaetning blevet udvidet og for-
bedret mange gange. Sadanne forbedringer handler dels om at preecisere be-
tydningen af “under passende forudsetninger”, som vi gerne vil have til at

12Vi har gentagne gange beskrevet noget som “(naesten) normalfordelt”.
13P34 side (35| gives der 4 eksempler pa hvad dette betyder.
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veere sa lidt restriktive som muligt. For jo svagere forudssetningerne er, jo
oftere vil normalfordelingen kunne bruges til beskrivelse af omverdenen. Dels
om at kvantificere betydningen af “approksimativt normalfordelt”, saledes at
vi kender begraensningerne ved normalfordelingsapproksimationen. Det vil
dog fore for vidt at komme neermere ind pa de matematiske detaljer her. I
stedet for vil vi argumentere for egenskab (b) for de forskellige eksempler:

Hgjde: En persons hgjde er bestemt bade af arv og miljg. Angaende den
genetiske arv, sa er der mange forskellige gener der pavirker hgjde.
Tilsvarende er hgjden pavirket af mange faktorer under opveeksten,
bade som foster, barn og ung. Alle disse forskellige bidrag er med til at
bestemme hgjden som voksen.

Fodlaengde: Samme argumentation som for hgjde.

Summen af antal gjne ved slag med to terninger: Ja, vi har allerede
sagt at det er summen af to bidrag.

Binomialfordelingen: Binomialfordelingen med antalparameter = 20 be-
skriver antal successer ud af 20 forsgg, hvor sandsynligheden for suc-
ces er givet ved sandsynlighedsparameteren. Hvis hvert forsgg indko-
des som 1 = succes og 0 = fiasko, sa beskriver binomialfordelingen
“summen af forsggene”. Hvert af forsggene giver dermed et bidrag til
binomialfordelingen.

Disponibel indkomst: En persons disponible indkomst afhasenger blandt
andet af personens baggrund og karriereforlgb. Elementerne i disse ting
giver hver for sig et bidrag til indkomsten. Men til forskel for biologiske
stgrrelser sasom hgjde og fodleengde, sa er mange gkonomiske faenome-
ner multiplikative i deres natuif™} F.eks. er en lgnstigning pa 2% ikke
det samme belgb i kroner og grer for direktgren som for sekreteeren.
Men idet log(z-y) = log(x) +1log(y), sa transformerer logaritmen “mul-
tiplikative fenomener” til “additive fenomener”. Som udgangspunkt
vil man som statistiker derfor forvente, at det er logaritmenen af den
disponible indkomst, der er normalfordelt.

Mange storrelser fra fysik er ogsa multiplikative i deres natur. Séledes skal man i langt
de fleste fysikformler gange stgrrelser sammen for at beregne output.
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Disponibel indkomst | Antal personer
Under 100.000 kr 816.953
100.000 — 199.999 kr 1.562.916
200.000 — 299.999 kr 1.332.199
300.000 — 399.999 kr 624.411
400.000 — 499.999 kr 220.366
500.000 — 749.999 kr 131.034
750.000 — 999.999 kr 27.867
1.000.000 — 1.999.999 kr 21.032
2.000.000 - 2.999.999 kr 3.954
3.000.000 — 3.999.999 kr 1.504
4.000.000 — 4.999.999 kr 763
5.000.000 — 9.999.999 kr 1.118
10.000.000 kr og derover 484
Personer ialt 4.744.601

Tabel 3: Disponibel indkomst for personer over 14 ar som har boet i Danmark hele
aret 1 2017. Forbrugerprisindeks (2016-priser). Data downloadet fra Statistikbanken
[10].

7 Disponibel indkomst

Danmarks Statistik definerer disponibel indkomst som (citat):

For at beregne disponibel indkomst finder man summen af er-
hvervsindkomst, offentlige overfarsler, private pensioner, formue-
indkomst samt anden personlig indkomst. Alle disse indkomster
er for skat. Dernaest traekkes skatter, renteudgifter og underholds-
bidrag fra og lejeveerdi af egen bolig leegges til.

Danmarks Statistik har en portal pa internettet, Statistikbanken, hvorfra man
kan downloade en bred vifte af forskellige statistisk information omkring Dan-
mark og danskerne. F.eks. kan man downloade grupperet information om-
kring danskernes disponible indkomst [10]. Da dette manuskript blev skrevet
omhandlede de yngste data indkomstaret 2017. Disse data findes i tabel
Vi har ingen umiddelbar forventning om, at den disponible indkomst skulle
veere normalfordelt. Men som argumenteret for i afsnit [6] sa er der grund
til at tro, at logaritmen af indkomsten kunne veere normalfordelt. Sa lad os
undersgge dette.

Venstre panel i figur [17] viser et bud pa sandsynlighedstaetheden for ind-
komstfordelingen pa en logaritmisk skala. Jeg har valgt at bruge 10-tals lo-
garitmen, hvor f.eks. log(100.000) = 5 og log(1.000.000) = 6. Men der skal
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Figur 17: Sandsynlighedstaethed og normalfordelingsfraktildiagram for logaritmen
af danskernes disponible indkomst i aret 2017. Den stiplede linje i hgjre panel viser
tilpasningen af punkterne med en ret linje der knaekker i et enkelt punkt.

treeffes lidt flere valg fgr vi kan lave figuren. For at give specifik mening til
fgrste og sidste datarackke i tabel [3| veelger jeg saledes, at den laveste og den
hgjeste disponible indkomst er henholdsvis 10.000 og 20.000.000. Videre veel-
ger jeg at lave konstante sandsynlighedstaetheder mellem indkomst graenserne
fra tabel B

Opgave 26. Lav de beregninger der skal til for at bestem sandsynligheds-
teethederne i venstre panel i figur [17. Hvordan kan det vere, at man ikke
kan bruge 0 kr som den nedre grense for den disponible indkomst i denne
visualisering?

Vink: For de 1.332.199 personer med en disponibel indkomst mellem 200.000
og 300.000 kr gelder

1 1.332.199
log(300.000) — log(200.000) 4.744.601

= 1,59

Venstre panel i figur [17] ser jo ikke super klokkeformet ud. Men sadanne
histogramlignende visualiseringer kan ogsa veere svaere at se pa. Desuden af-
heenger denne visualisering ogsa af de intervalgrupperinger som Danmarks
Statistik har besluttet for os, og i seerdeleshed ogsa den nedre indkomstgraen-
se pa 10.000 kr, som vi selv har valg. For at afggre om den logaritmiske
disponible indkomst er normalfordelt, er det saledes meget bedre af bruge et
fraktildiagram mod fraktilerne for standard normalfordelingen. Dette findes
1 hgjre panel i figur [17]
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Opgave 27. I afsnit[5.4 har vi udviklet en approksimativ metode til at finde
fraktilerne for en standard normalfordelmﬂ. Saledes viser ﬁgur beregnin-
gen af 2450 = 2 - 35 - 35 fraktiler. Men andelen af personer i den gverste

indkomstgruppe er
484 1

1.744.601 9803

Argumentér for, at vi som et minimum har brug for approksimative bereg-
ninger af 9803 normalfordelingsfraktiler for at vi kan lave et palideligt frak-
tildiagram for indkomstfordelingen.

I praksis viser det sig, at den approksimative metode fra afsnit med
N = 101 og dermed 20402 = 2 - 101 - 101 fraktiler ikke giver tilstrackkelig
praecise beregninger af de ekstreme fraktiler til at give et preecist billede af
indkomstfordelingen. Heldigvis giver mange software programmer mulighe-
den for at lave eksakte beregninger af normalfordelingsfraktilerne. Sa det er
ogsa hvad vi har brugt for at lave figur [I7]

Efter disse lidt spidsfindige matematiske overvejelser vil vi vende os mod
den spaendende socio-gkonomiske fortolkning af fraktildiagrammet i figur
Umiddelbart ser vi, at logaritmen af den disponible indkomst ikke er normal-
fordelt. For punkterne i fraktildiagrammet ligger ikke pa en ret linje. Derimod
ligger de paent pa to rette linjer, som skeerer hinanden i fraktilen x = 5,90
for log-indkomstfordelingen og y = 2,42 for standard normalfordelingen. For-
tolkningen af dette er, at samfundet er knaekket over i to indkomstgrupper
der hver for sig har en “naturlig dynamik” (ifolge overvejelserne fra afsnit @
Den nederst gruppe bestar af de

2,42
/ foa(u) du = 0,9922 = 99,22%

af befolkningen med en disponibel indkomst under
10°%0 = 794.328

kroner. Den gverste gruppe bestar de resterende 0,78% af befolkningen med
de hgjeste disponible indkomster.

Opgave 28. Hojre panel i figur[17 viser, at gruppen med de hgjeste disponible
indkomster har en storre spredning (pa log-skalaen). Hvad er fortolkningen
af dette?

15En standard normalfordeling er en normalfordeling med middelveerdi 0 og spredning
1.
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